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AVERTISSEMENT. 


^ E T Ouvrage devant fervir d'introduction à V étude 
des Sciences Phyfico- Mathématiques , telles qùon peut les 
enfèigner dans un cours ordinaire de Philofophie ; on a 
tâché d’y réunir tous les principes de calcul de Géomé- 
trie, dont onpeut avoir lefoin dans ce genre d enseignement. 
On s’eft même permis quelquefois daller un peu plus loin 
que cet objet ne demande , afin que ceux qui n’auront eF au- 
tres vues que et apprendre les Élément de Mathématiques 
pures , les trouvent ici atec aflej détendue. On a fait en 
Jbrte de développer , dans le Difcours Préliminaire , plu- 
fieurs notions Métaphyfiques , dont les unes font le fonde- 
ment des Sciences Mathématiques en général , 6 * les autres 
contiennent des éclaircijfemens relatifs à quelques endroits 
de cet Ouvrage. De telles difcujjions qui feroient fans doute 
utiles dans tous Us Livres Élémentaires , deviennent pref- 
que indijpenfables dans ceux qui font definis pour un 
cours de Philofophie. Cependant , comme il efi plus faciU 
d entendre Us Élémens d’une Science , que de faifir cette 
efpéce de Métaphyfique > foulent très-profonde , qui a pré- 
fidé à fes principes, il nous frarolt que dans une première lec- 
ture on doit omettre ici U Difcours Préliminaire en entier, 
pour ne s’occuper que des Élémens. On y reviendra enfuite 
avec plus de fruit , 6 * fur-tout avec plus d intérêt , parce 
qu’on en aura déjà fenti la néeeffiti dans plufieurs endroits 
de l’Ouvrage. 

Au refe , comme T étendue qa’ on peut donner aux £lé- 
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mens de Mathématiques dans les divers cours de Phîlofo-- 
phie , dépend & du temps quon y peut employer , 6 * des 
vues qu on Je propofe dans V enseignement $ il n'ejl pas 
pojjible qu'an Livre Élémentaire ne contienne prècifément 
que les connoiffances Mathématiques , dont chaque Pro- 
JéJJeur voudra faire ufage dans fa clajfe. C’efl pourquoi , 
on a cherché à renfermer dans celui-ci tout ce qui peut 
s'enfeigner dans un cours où l'on étendra le plus ce genre 
d'injlruclion j 6* dans ceux où l’on voudra le rejîreindr-e , 
il fera toujours lo\fible d'omettre certains chapitres en tout 
eu en partie , ce qui fe peut faire fans que Us autres de- 
viennent plus difficiles à entendre. A la vérité il nous pa- 
rçit quon ne peut guère retrancher de V Arithmétique ni de 
la Geomçtrie 5 mais dans V Algèbre on peut pajjer les Cha- 
pitres IV & VI , de la fécondé Section , VU , /X 6* X 
de la troifième , 6* IV , VI G Vil de la quatrième. Et 
pour tout le refie , favoir , V abrégé fur les Sections Coni- 
ques & les notions de Calcul lnfinitéfimal , les vues quon. 
aura en enfeignant ces Êlèmens , doivent uniquement 
décider s'il faut s'en occuper ou non. Quel que foit le but 
qu’on fe propofe , U paroi t cependant quon ne peut fe 
pafjêr du Chapitre où l’on a tâché de donner des notions 
exactes fur l'infini , parce que ces notions font d'un fré* 
quent ufage dans toutes les Sciences Mathématiques, 
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PRIVILÈGE GÉNÉRAL. 

If 1 OUÏS, PAU LA GRACE DI DlIU , ROI DI FRANC! IT DE NAVARRI : A 
nos amés 8c féaut Confeillers , Ici gens tenant nos Coûts de Patientent , Maître* 
de* Requêtes de notre Hôtel, Grand- Coitfeil , Prévôt de Tatis , Bailliû, Séné- 
chaux , leurs Lieutenant civils 8c autres nos JuAicicts qu’il appartiendra. Salut • 
Ayant jugé â propos de mettre fous notre protection l’Academie des Sciences, 
Infcriptions 8c Belle* lettre* dê Touloufe , 8c encourager les travaux itttérairesde* 
membres qui compofenc ladite Académie ; Nous avons cru devoit lui accorder no* 
Lettres de Privilège de faite imprimer tous les Ouvrages qu'elle pourra produite. 
A cl* causes, Nous avons permis à ladite Académie 8c nous lui permettons par 
ces préfentes de faire imprimer par tel Imprimeur qu’elle voudra choifir 8c autan 
de fois que bon lui femblera , de faire vendre 8c débiter par tout notre Royau- 
me pendant le temps de douze années conlécutives , à compter du jout de la date 
des ptéfentes , issu les Osevrejts qme r^ictâéwie des Sciences, lnfcreptiens CT 
Belles-lettre i de Temletefe defirere frire imf rimer en [en nem , aptes avoir fais 
examiner lefdits Ouvrages 8c les avoir jugés dignes de l'impreflîon. Faifons dclenfn 
à tous Imprimeurs-Libraires .8c autres , de quelque qualité 8c condition qu’ils 
foient , d’en introduire d'imprcflion étrangère dans aucun lieu de notre obeiffance, 
comme audï d’imprimer ou faire imprimer , vendre , faire vendre , débiter ni 
contrefaire lefdits Ouvrages , ni d’en faire aucuns extraits , fousiquclque prétexte 
que ce puifle cire , fans lapcrmifüon exptefle 8c par écrit de ladite Académie nu 
de ceux qui auront droit d’elie , à peine de conflfcation des exemplaires comte- 
faits , de trois mille livres d'amende contre chacun des contievcnans , doqt un 
tiers i Nous , un tiers à l'Hôte 1- Dieu de Taris , 8c l’autre tiers i ladite Académie , 
ou i celui qui aura droit d’elle , 8c de tous dépens*, dommages 8c intétets , à 1a 
charge que ces prefentes feront cnrégiAtéct tout au long fur le RegiAre de la Com- 
munauté des Imprimeurs 8c Libraires de Paris , dans trois mois de la date d’icelles , 
que l’impreflion defdits Ouvrages fera faite dans notre Royaume 8: non ailleurs , 
en beau papier 8c beau caraéière , conformément aux Règlement de la Librairie, 
8c notammenr à celui du to Avril syzj , à peine de déchéance du préfent Privi- 
lège ; qu’avant de Texpofcr en vente , le manuferit qui aura fervi de copie à l'im- 
preflîon defdits Ouvrages , fera remis dans le même état où l'apptobation y aura 
été donnée ès mains de notre très- cher St féal Chevalier Garde des Sceaux de France, 
le fleur Hue de Miromenil , qu’il eu fera enfuite remis deux exemplaires dans nos 
su Bibliothèque publique , un dans celle de notre Château du Louvre , un dans 


(elle de notre très-cher le féal Chevalier Chancelier de France U fieur de Maupeou ; 

& un dans celle dudit (leur Hue de Miromenil. Le tout à peine de nullité de* pet* 
fente* , 8c du contenu de (quelles vous mandon* le enjoignons de faire jouir ladite 
Académie te fe* ayatu caufe pleinement le pai Cible ment , fans foufitir qu'il leua 
fait fait aucun trouble ou empêchement ; voulons que la copie des préfentes , qui 
fera imprimée tout au long au commencement ou i la lin dcfdki Ouvrages , Sait 
tenue peurduement lignifiée , k qu’aux copies collationnées par l’un de nos arnée 
le féaux Confeillers Secrétaires, foi foit ajoutée comme i l’original. Coauaandoac 
«u premier notre Huiffier ou Sergent fur ce requis , de faire pour l’cxécuùoA 
d’icelles tous aOe* requis te néceflaires , tant demander autre permiflion , le aoa- 
ebftant clameur de haro , charte normande k lettres à ce contraires. Car tel eft 
Antre plaihr. Donné k Paris le vingt-huitième jnur d’Août l'an de grâce mil f*pt 
•eat foixaate-feixe , le de notre Régné le troifieme. Par le Roi en fon Con/oiL. 

LEIEGVL 

Xegi/tré furie Regijlre XX. de la Chambre Royale O Syndicale des Librairà O Im- 
primeurs- de Paris, N°. 73p. fol. ar». cenformémenl au Régie mont de 17x1 , gui 
fait iéfenfb , article IV, d toutes perfinnes de quelque qualité 1 / condition qui elles filent , 
autres que les Libraires O Imprimeurs , de vendre, débiter, faire dMcher aucuns Itérés 
four les vendre en tours ne ms , fois qu’ils sien difent les Autours ou autrement, O A lot 
obarge do fournir à la fifdite Chambre huit en emplâtres preferits par l’article CVfflq ' 
du mime Régit ment, A Paris te quatre Septembre mil ftpte en 1 fiitsante-feiqp, 

LAMBERT, Adjoints 
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Extrait des Regijlres de V Académie 
Royale des Sciences , Inferiptions & 
Belles-Lettres de Touloufe. 

Du Mercredi 2 Mai 1781. 

M Essieurs de Garipuy & Bénît, 
nommés pour examiner tm Ouvrage de M. 
l'Abbé MARTIN, intitulé J Élément de 
Mathématiques , à rufage des Ecoles de Philo • 
fophie du Collège Royal de Touloufe ; ayant 
jugé que cet Ouvrage réunifloit au mérite de 
la clarté &de la précifion, des vues neuves & 
intérefiantes ; l’Académie a cru qu’il étoit digne 
de fon approbation , & qu’il pouvoit être im- 
primé fous fon privilège. En foi de quoi j’ai 
ligné le préfent certificat. A Touloufe le 8 
Mai 1781. 

» u Mas, Vice-Secrctaire. 
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DISCOURS 

-BMÊZ.XMINAIME . 


I. 

T /Empressement que l’on montre aujourd’hui pour uiiiitéi 
s’inftruire dans les Mathématiques, le zele avec lequel on ‘'Ma- 
les enfeigne dans la plupart des Écoles, la multitude d’Ou-^™" 1 * 
vrages Elémentaires qui paroiffent dans ce genre , tout 
enfin femble annoncer que Futilité de cette Science eft 
généralement reconnue. Qui pourroit douter en effet que 
la rigueur , la précifion , & même les difficultés qui l’ac- 
compagnent , ne donnent plus d’étendue à l’efprit , & 
n’impriment à nos idées un caraélère de jufleffe & de 
profondeur , qu’on chercheroit vainement dans d’étude 
des autres fciences ? Quiconque a cultivé celle-ci avec 
application , en a éprouvé ces heureux effets ; & 
quant à ceux qui n’y font pas initiés encore , le fuffrage 
de tou? les grands hommes fuffiroit pour leur rendre 
cette étude recommandable. Les anciens Philofophes 
lui avoient affigné un rang diflingué dans l’éducation pu- 
blique ; ils la cultivoient avec un rare fuccès , & l’ont 
enrichie des plus précieufes découvertes. Parmi les moder- 
nes, il ne faut que nommer Dcfcartes, Leibnitz, Newton , 
Pafcal, &c. pour prouver que dans tout temps les génies 
rares qui ont éclairé les hommes , ont été^les premiers 
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Géomètres de leur fiecle. Si je voulois parler de ceux 
qui vivent encore , combien n’en pourrois-je pas citer 
qui fe font illuftrés dans la Philofophie & dans les Let- 
tres , & qui ne doivent qu’à une étude approfondie de la 
Géométrie la jufteffe, la force & la précifion qu’on admire 
dans leurs ouvrages ? Il paroît donc hors de doute que l’é- 
tude des fciences mathématiques a la plus grande influence 
fur les progrès de l’efprit humain , & qu’on ne fauroit • 
trop tôt en occuper les jeunes gens , à quelque état qu’on 
^es deftine. C’eft pour eux une Logique pratique qui, ea 
ornant leur efprit de connoi fiances utiles , fubftitue aux 
réglés du raifonnement l’habitude de raifonner jufte , 
que ces réglés ne donnent pas toujours. 

I I. . 

Rareté Quoiou’oN n’ait jamais douté de tous ces avantages 

des bons ... 

Livres Éié & d’une infinité d’autres dont je ne parle pa s ici , com- 
tes : qua- ment ^ peut-il faire qu’il nous manque encore de bons 
doTvenc'k Livres Élémentaires de cette fcience,& qu’au milieu d’une 
avoir, multitude d’Élémens qui paroiffent chaque jour , un Géo- 
mètre célébré (i) ne trouve qu’une ftèrile abondance , qui 
nous embarraffe fans nous enrichir ? Mais cette apparente 
contradi&ion n’étonnera perfonne , fi l’on fait attention 
que , fuivant le plan différent qu’un Auteur fe propofe , 
un Livre Élémentaire de Mathématiques ( & l’on en peut 
dire autant de toute forte d’Élémens ) eft le plus facile 
ou le plus difficile des ouvrages qu’on peut entreprendre 
Il eft le plus facile , fi l’Auteur ne fe propofe que de faire 

( i ) M. d’Alembert, Mélanges de Littérature, tom. f, p. zoi« 
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un livre ,'ou plutôt une compilation, à laquelle la mémoire 
a plus de part que l’intelligence & la réflexion : il eft le 
plus difficile , fi l’Auteur ne veut écrire que d’après fes 
idées , s’il ne veut employer celles d’autrui qu’après fe 
les être appropriées par la méditation & l’examen , s’il 
veut allier la clarté avec la rigueur 6c la précifion , 
occuper l’entendement fans fatiguer la mémoire , ne dire 
que ce qu’il faut, laiffer deviner quelque chofe, pour exer- 
cer l’efprit des commençans fans le rebuter : s’il veut 
encore remonter aux notions primitives , faifir le génie 
des inventeurs, applanir les difficultés qu’ils ont laiffêes, 
u(er à propos des fecours que la Philofophie peut prêter 
à la Géométrie ; en un mot , s’il veut enrichir la Science 
de quelque idée neuve , c’eft alors qu’il fentira la diffi- 
culté de cette entreprife. Parmi les diverfes caufes du 
peu de fuccès de la plupart des Élémens modernes, je ne 
puis m’empêcher d’en citer une principale , c’eft l’efpece 
d’oubli où l’on a biffé dans ces derniers temps la Géo- 
métrie des anciens. En effet , feroit - il poflible qu’après 
une étude approfondie d’Euclide, la plupart des Auteurs 
Élémentaires manquaient d’exadlitude dans les définitions 
6c de liaifon dans leurs idées ; qu’ils facrifiaffent la rigueur 
des preuves à la facilité d’une méthode fouvent incertaine 
6c quelquefois fauffe , ainfi qu’on le leur a fouvent re- 
proché ? Il me femble que de tels écarts ne font point 
compatibles avec l’efprit géométrique , qu’on doit né- 
ceffairement acquérir en méditant cet immortel ouvra- 
ge. Que je me féliciterois de m’en être fervi à propos 
dans les endroits où il m’étoit permis d’en fuivre la mar- 
che & d’en employer la doflrine pour enrichir mes Élé- 


Kotîoa 
de la 
quantité 
eu géné- 
ral. 
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mens de Géométrie ! Avant de juftifier l’ufage affez fré- 
quent que j’en ai fait, je vais expofer quelques notions mé- 
taphyfiques , qui font le fondement de cette Science , & je 
tâcherai en même temps de juftifier les légères innova- 
tions que je me fuis permifes dans le cours de'cet Ouvrage. 

III. 

Notre efprit ne s’élevant aux idées générales qu’a- 
près avoir confidéré les objets particuliers ou individuels , 
l’ordre de nos connoiffancss fait voir que la notion de 
la quantité en général fuppofe déjà celle de plufieurs 
quantités particulières ou individuelles. Or, pour favoir 
comment fe forme en nous cette derniere notion , il fuffit 
d’obferver que parmi les êtres divers qui fe préfentent 
à notre efprit , plufieurs font tels qu’on en peut toujour 
imaginer dans la même efpèce,& de plus grands & de plus 
petits qu’eux. C’eft ainfi que nous nous repréfentons un 
efpace déterminé quelconque , par ex. une toife , une 
durée fixe, comme une heure : un mouvement f une 
mafle , &c. de façon que quelque grands ou petits que 
ces êtres foient conçus , nous pouvons en concevoir & 
de plus grands & de plus petits encore , fans que rien 
borne notre imagination à cet égard. C’eft là ce qu’on 
entend quand on dit de ces êtres qu’ils font fufceptibles 
d’augmentation & de diminution fans fin ; & en les con- 
lîdérant fous ce rapport, on les appelle des quantités. Tant 
que cette notion de quantité s’applique à des êtres par- 
ticuliers , comme à un efpace , à une durée , &c. elle 
fe pr éfente à nous avec les attributs ou qualités inhé- 
rentes à la nature de ces êtres , & alors nous l’appelions 
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quantité concrète. Mais fi, biffant à part tous les 
caradères particuliers à chaque .efpèce de quantité , on 
ne confidere dans ces êtres divers *ue l’aptitude quMs 
ont tous à devenir plus grands & plus petits , alors on o 
forme l’idée de la qiuintitè abjîraite ( i ) ou féparée de 
toutes fes qualicéa , & confidérée fous le point de vue le 
plus général. Par là on voit que l’idée de la quantité abs- 
traite repréfente un objet fimple & toujours le mêa.e ; 

tandis que les quantités concrètes s’offrent a l’efpnt co m- 
me des êtres differens , quelquefois même oppofés en- 
tr’eux par les qualités qui les accompagnent. Ces deux for- 
tes de quantités font l’objet de la Science Mathématique , 

& les rapports qui réfultent de leur comparaifon font ce 
qu’on appelle des propriétés de la quantité ; ce font ces 
propriétés qui forment toutes les vérités que cette fcience 

enfeigne. 

IV., 

L’ I D É E que nous venons de donner des quantités ti 9“*"^ 
concrètes en particulier doit faire conclure qu’il y en a 
dans’ ce genre & d 'homogènes & d’hétérogènes entr’elles ; gèaes. 
ou bien que certaines peuvent être conçues, fi on les com- 
pare enfemble, fous le rapport de tout & de partie, & que 
d’autres ne le peuvent pas. Pour fe former- une notion 
exafte de cette différence , on dira , d’après Euclide , que 
deux quantités font homogènes lorfque l’une ajoutée un 


( i ) Ce mot vient du tèrme latin aijlrahere, qui veut dite 
féfarer , divifer ; ainfi què Concret vient ou de concrefcere , s’af- 
i'embler , fe réunir ca un (cul <ou. de ce nctrntrt , voir enfemble. 
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certain nombre de fois à elle-même peut furpaffer l’autre, & 
qu’elles font hétérogènes quand cet excès de l’une fur l’autre 
ne peut jamais avoir Jieù. Ainfi une durée & une étendue , 
une ligne & une furface font des quantités hétérogènes 
cntr’elles , parce que l’une ajoutée à elle-même ne peut 
jamais produire l’autre. Or , une fomme de plufieurs 
quantités n’étant autre chofe qu’une autre quantité ré- 
fultante de celles-là , comme un tout réfulte de fes par- 
ties ; de même une différence de deux quantités fuppo- 
fant toujours une efpèce de fuperpofition ou de mefure 
de l’une par l’autre , il s’enfuit qu’on ne peut ni réduire 
en une fomme des quantités hétérogènes , ni concevoir 
entr’elles une différence de grandeur quelconque. 


V. 


Tonte Mais quelle que foit une quantité , on ne fauroît 
& la repréfenter fans concevoir en même temps des li- 
mites qui la terminent. En effet , la notion de la quantité 
fuppofe une aptitude à recevoir des augmentations qu^l- 
patôcs. conques. Or , ces augmentations ne pouvant avoir lieu 
fans imaginer que là où fe termine une quantité , com- 
mence une autre qui va fe terminer plus loin ; il s’enfuit 
que la notion de limites fixes entre néceffairement dans 
l’idée de la' quantité. Celle d’une multitude de parties en 
efi: aufli un attribut effentiel ; car toute quantité étant 
un être compofé , elle renferme néceffairement plufieurs 
autres êtres de même nature qu’elle , & n’efl autre chofe 

que tous ceux-là pris cnfemble. Or , fi A eft la même 

■» 

chofe que B , C , D pris enfemble , A fera dit un tout 
& B, C , D , en feront les parties. Ainfi la notion d’une 


Digitized by Google 


Préliminaire. vij 

multitude de parties eft encore inféparable de l’idée de 
la quantité. 

V I. 

C e feroit une manifefte contradiction de dire que Notîoa 
l’idée d’un être en particulier eft auiïi celle d’une mul- £ ! ’ uni * 
titude d’êtres ou femblables ou différens de lui , puif- nombie. 
qu’alors cette idée feroit & ne feroit pas en même temps 
la notion qui repréfente l’être dont il s’agit. Or , pour 
exprimer que la notion d’un être quelconque ne fauroic 
être celle d’une multitude d’autres , nous difons de celui- 
là qu’il eft un. Ainfi chaque objet qu’on peut imaginer 
eft un , & ne fauroit être conçu autrement fans la plus 
évidente contradiction. Lorfque notre efprit veut fe re- 
préfenteràla fois & l’attribut d’être un , le fujet où 
cet attribut réfide , nous employons le terme adjeCtif un , 
qui , ainfi que tous tous les autres adjeCtifs , défigne à la 
fois & la qualité dont on parle , & le fujet auquel on 
l’attribue. Mais fi nous voulons parler de cette qualité 
feule , fans penfer au fujet , nous faifons abftraCtion de 
ce fujet ; & confidérant la qualité comme un être indé- 
pendant & fubftantiel , nous la défignons par le nom 
fubftantif d 'unité. Que doit-on donc entendre par unité t 
en prenant ce mot dans un fens exaCl & rigoureux ? 

On doit entendre , ainfi que l’a dit Euclide , ( i ) la no* 
tion abjlraite de ce qui J ait qu'un être quelconque efi dit 
un. Si notre efprit fe repréfente à la fois plufieurs êtres 
A , B , C , comme des unités , il fe forme la notion abf- 


( i ) Unitas ejl , fecundum quant unuwquodque eorum qux funt , 
unum dicmr, Eucl. \.<j , déf. I. 
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traite de multitude : & s’il donne des limites à cette mul- 
titude , & qu’en outre la même notion lui repréfente 
chacune des unités qui la compolent , il le formera 1 idee 
du nombre. Qu’eft-ce donc qu’un nombre ? Ce n’eft au- 
tre chofe quune multitude limitée £ unités Semblables ou 
confédérées comme femblables. D’où l’on voit qu un nom- 
bre infini , c’elt-à-dire , un nombre fans limites eft ab- 
folument impoffible. Il n’en eft pas de même d’un nombre 
indéfini ou indéterminé ; car ces dénominations font alfez 
entendre que celui-ci a toujours des limites , & qu il 
n’eft die indéfini que parce qu’on ignore où elles font , 
quoiqu’on fâche qu’elles exiftent. 

VII. 

Coule- D E ce que nous venons de dire fur la nature desnom- 
bres , on en déduira plufieurs conféquences importantes : 
,ent dé' P rem l ere > qu’une quantité quelconque peut etre con- 
ünicîon. ç U g comme un nombre j puifque pouvant etre divifec 
• en une ‘multitude déterminée de parties égalés , rien 
n’empêche de prendre une de ces parues pour unité ; 

& alors cette quantité devient un nombre. La fécondé , 
que lès nombres font ou abflraits ou concrets ( i ) > fui- 
vant que leur unité eft elle-même ou abft.raite ou con- 
crète. La troifieme , qùe l’unité concrète étant la feule 
qui eft conçue avec certaines qualités ou attributs , il 
n’y a que les nombres concrets qui par les attributs ou 


( i ) Wolf & le Diftionnaire de l’Académie les appellent 
nombre! nombrans & nombres nombris ; mais les termes fcholaf 
tiques d 'abflrait & de concret nous paroiftent avoir une étymo. 
logie plus claire. . . . 
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diHéfens ou. contraires de leur unité , puiflent former des 
nombres hétérogènes. 

VIII. 

E N obfervant ces différentes efpèces de quantités qui 
fe prcfentent à notre efprit , on voit aifément qu’il en- quantité 

, « . . continue 

tre dans la notion que nous avons de quelques unes & de i* 
d’cntr’elles , d’avoir leurs diverfes parties liées les unes 
aux autres fans aucune interruption ; c’cfl-à-dire , fans 
aucun intervalle où la quantité manque dans le paflage 
d’une partie à la partie fuivante : c’efl ainfi que nous 
concevons les diverfes parties qui compofent une éten- 
due quelconque , ou bien un mouvement , une durée , &c. 

Or , toutes les quantités qu’on peut fe repréfentef 
fous ce nouveau rapport , font appellées avec raifon quan- 
tités continues : & au contraire , on appelle diferetes ( 2 ) 
toutes celles où l’on conçoit les parties féparées , ou 
plutôt celles où notre efprit conçoit feulement une mul- 
titude de parties , faifant abftra&ion de ce qui peut lier 
ces parties les unes aux autres. Ainfu les nombres font 
des quantités diferetes , parce que pour les concevoir il 
faffit d’imaginer une multitude de parties , fanspenfer à 
leur continuité. Mais une ligne , une furface font des 
quantités continues , puifqu’on n’y peut imaginer des 
parties , fans concevoir que la limite de l’une fe con- 
fond avec celle de fa voifine , & qu’ainfi l’on paffe fans in- 
terruption d’une partie à la partie fuivante. Ces deux ef- 


(i) Ce mot vient de difeernere réparer; ainfi que continu vient 
de oentinuari , durer fans interruption. 
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pècesde quantités , favoir la difcrete & la continue , font 
enfemble l’objet général des Sciences Mathématiques. Mais 
comme pour avoir la notion de la quantité difcrete , il 
fuffit de concevoir feulement une multitude de parties , 
ce qui fe peut trouver dans toute forte de quantités , il 
s’enfuit que la notion de la quantité difcrete eft plus Am- 
ple & plus étendue que celle de la quantité continue. 
L’Arithmétique qui traite de cette première , outre qu’elle 
cil la plus utile de toutes les Sciences Mathématiques , 
devient donc la première dont on doive s’occuper ici en 
luivant l’ordre naturel de nos connoiflances. 

I X. 

Pins. L’A RiTHjwÉTiQUEeft définie avec raifon, la fcieri* 
r “‘“ ^ ce des nombres , parce que Ion but eft d’en découvrir les 
Ati'h ç " di ver f es propriétés. Rien ne feroit plus long & plus dif- 
ficile que cette fcience, fi l’on n’eût fimplifié les expreflions 
des divers nombres , en n’employant pour les repréfen- 
ter que peu de caratftères combinés d’une maniéré fimple 
& facile à retenir, l^ous ne cherchons pas ici combien la 
maniéré reçue parmi nous , & connue fous le nom de'fyf- 
terne -de numération , peut avoir d’avantages fur d’autres 
maniérés également poflïbles. Mais ce qu’il nous importe 
d’obferver , c’eft qu’un fyftême de numération , quel qu’il 
foit , introduit dans l’Arithmétique des propriétés de 
nombres relatives à ce fyftême, tandis que d’autres, tenant 
à la nature même des nombres, font indépendantes de tout 
fyftême & feroient les mêmes dans toutes les numérations 
pofiïblcs. Un Géomètre célébré obferve que toutes ces 
vérités hypothétiques ou relatives au fyftême adopté parmi 
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nous , font renfermées dans les règles ordinairesde l’Arith- 
métique. Mais il femble qu’outre celles-là , il y en a plu- 
ficurs qui font indépendantes de ces règles : telles font les 
propriétés du nombre 9 , ou bien celle qui fait que dans 
uneexprefïion numérique , l’unité d’un rang quelconque 
vaut plus que tout ce qu’expriment les caraéferes qui font 
à fa droite ; & plufieurs autres. Mais , de quelque manière 
que fe préfentent les propriétés des nombres , il n’y en peut 
avoir que de deux efpèces , les unes hypothétiques ou re- 
latives à un fyflêrrre de numération , les autres absolues 
ou indépendantes de tout fyftême. Celles-ci appartiennent 
proprement àd’Arithmétique univerfelle ou bien à cette 
efpèce d’Arithmétique qui s’étend fur tous les nombres Sc 
fur tous les fyftêmes poffibles Nous parlerons bientôt de 
celle-là ; mais il faut auparavant développer une des plus 
importantes notions dfe l’Arithmétique , c’eft celle des 
nombres oppofés. 

X. . 

Pour parvenir à cette notion , il faut obferver que Notion * 
les quantités concrètes &par conféquent les nombres con- 
crets qui les rcpréfeqtent , offrant toujours à notre efprit pof ' s * 
des êtres revêtus de certaines qualités ou détermina- 
tions particulières, il peut arriver que dans les divers nom- 
bres de cette efpèce , ces déterminations foient contraires 
les unes aux autres , & qu’il faille avoir égard à cette op- 
pofition , comme à une condition qui modifiant la quef- 
tion propofée , doit néceflairement influer dans le réfultat. 

En effet, fi quelqu’un demande quel fera le mouvement du 
corps A, pouffé d’un côté par une force comme 8, & du 
côté oppofé par une force comine 1 2 , la réponfe ne fauroit 

b 2 
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être jufte , fans avoir égard à l’oppofition des forces , 
comme à une condition tellement effentielle , que fi elle 
eft ou ôtée ou changée , la réponfe devra être toute dif- 
férente; &ilen eft de même dans un grand nombre de 
cas femblablesà celui-ci. Il faut donc alors avoir égard 
à cette condition , en l’exprimant arithmétiquement ; 
c’eft à-dire ,• en faifant furies nombres 8 & 12 qui ex- 
priment ces forces , les mêmes opérations ou change- 
rons que l’oppofition y produit réellement. Or , l’expé- 
rience apprend qu’alors la plus petite. fe réduit à zéro , 

& que la plus grande ne conferv» que fon excès fur la 
première , ou bien que de ces deux forces réunies en une 
feule , il ne refte que leur différence. Il faudra donc , pour 
avoir le réfultat de cette réunion ou bien de l’addition de 
ces forces oppofées, fouftraire le nombre 8 du nombre 12 > 
en écrivant 12 — 8 , afin que» la formule arithmé- ' 
tique exprime jufte ce qu’elle doit exprimer. On voit donc 
qu’ici on ne peut obtenir le vrai réfultat de l’addition des 
forces oppofées , que par la fouftraétion des nombres qui 
les repréfentent. C’eft là ce qu’on a entendu quand on a 
dit (/ irith . N°. 17) que la propriété effentielle des nombres 
oppofés , eft que leur addition fe change en fouftraélion ; 

& de-là il s’enfuit que la fouftraélion doit fe faire par une 
addition ; premièrement , parce qu’elle eft une opération* 
contraire à l’addition; fecondement, parce que la l'ouftrac- 
tion étant toujours une décompofition , fouftraire la force 
8 de la force oppofée 12 , c’eft décempofer celle-ci en 
deux forces oppofées dont elle eft la fomme , & dont l’une 
«ft 8. Il faut donc que celle qu’on cherche, foit 20 ; puis- 
que , d’après ce que nous venons de dire fur l’addition , it 
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n’y a qu’une force comme 20 qui ajoutée à une force op- 
pofée 8 , puifle donner 12. On auroit donc eu le vrai 
réfultat de cette fouftraétion , en ajoutant la force 8 à la 
force 12 de cette maniéré , 12 -t- 8 ; d’où il faut conclure 
qu’entre ces quantités la fouftraéiion fè fait par l’addition 
des nombres qui les rcpréfentent. Ce que nous venons 
de dire ici de deux nombres qui expriment des forces op- 
pofées , peut fe dire & fe prouver de même de deux autres 
nombres qui exprimeroient des quantités oppofées entre 
elles d’une manière quelconque ; c’eft-à-dire , ou bien 
par leurs effets contraires , comme font les dettes & les 
.biens réels : ou bien par leur lignification , comme font 
les expofans d’une même quantité quand ils défignent les 
opérations contraires de multiplication & de divifion : ou 
bien par leur fituation , comme ceux qui expriment les 
valeurs de deux lignes fituées en fens contraire par rap- 
port à un point fixe. De façon que , d’après la nature des 
nombres oppofés , on peut dire en général que leur ad- 
dition doit fe changer en {ouflraélion , & leur fouftrac- 
tion en addition. C’efl donc avec fondement que cette pro- 
priété a été prife pour l’attribut eflentiel par lequel on 
doit définir ces fortes de nombres ; & toutes les règles 
des opérations qu’on leur fait fubir , font néceflairement 
fondées là-deffus. 

X I. 

D E la définition que nous avons donnée des nombres CoTU ’*' 
oppofés , il s’enfuit plufieurs conféquences importantes, qui «cn- 
La première, que les qualités ou déterminations contraires d c cette 
dans les quantités nombrées étant la feule caufe de leur nol ‘ 0J • , 
oppoûtion , il n’y a que les nombres concrets qui puiffenc 
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être oppofés. La fécondé , que les nombres oppofés, quoi* 
qu’hétérogènes entr’eux ( IV. ) , ne différent cependant 
que par la feule qualité ou détermination qui les rend 
oppofés, & qu’ainfi , abftraéfion faite de cet^e qualité , ces 
nombres deviennent homogènes ou propres à s’augmen- 
ter les uns les autres. C’eft pour cela qu’une ligne & 
une furface , un mouvement & une étendue quoique 
dirigés enfens contraire par rapport à un point fixe , ne 
fauroient former des nombres oppofés , parce qu’abftrac- 
tion faite de leur fituation contraire , ces quantités font 
encore hétérogènes entr’elles. La troifième conféquence 
eft que les nombres oppofés défignent les uns & les au-* 
très de vraies quantités , puifque ne différant entr’eux 
que par la feule qualité contraire qui fait leur oppofition , 
ils peuvent , chacun dans leur efpèce , être augmentés & 
diminués à volonté. Ainfi quand on a dit que les nom- 
bres négatifs font plus petits que zéro , ou bien l’on a 
avancé une erreur , puifque zéro étant la limite de tous 
les décroiflemens poffi'oles d’une quantité , on n’en peut 
concevoir de plus petite que celle qui eft parvenue à ce 
terme : ou bien on s’eft fer'vi d’une exprcfiion impropre 
pourdéfigner une vérité. Car fi l’on entendoit par- là que 
relativement à un nombre pofitif on en eft plus éloigné 
avec le négatif qu’avec zéro , on auroit raifon de dire que. 
le nombre négatif eft plus petit que zéro ; mais comme 
la même chofic a lieu pour un nombre pofitif relative- 
ment à un négatif , on pourroit dire également que le 
pofitif eft plus petit que zéro ; & par conféquent cette 
manière de définir un nombre négatif , ne feroit pas 
exaéie. 
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I l fe préfente ici une objeétion à faire contre la défi- ^ 
nition des nombres oppofés. Car puifque ces nombres re- tion coa- 
préfentent toujours des quantités hétérogènes , comment finition 
pourront-ils être ajoutés ou fouflraits les uns des autres , 
ainfi qu’on le fuppofe dans leur définition ? Mais cette P 01 "’ 
difficulté a déjà été réfolue par Wolf. D’après cet Auteur , 
l’addition de deux nombres oppofés n’étant qu’une fout- 
traélion faite fur le plus grand d’autant d’unités qu’il s’en 
trouve dans le plus petit , & la fouflraélion au contraire 
étant une augmentation faite dans un nombre d’autant 
d’unités qu’il s’en trouve dans l’autre , de pareils change- 
mens font toujours poffibles ; & l’efpèce d’hétérogénéité 
qui fe trouve dans les quantités oppofées , exige qu’ils 
foient faits de cette manière. 

XIII. 


Les nombres oppofés étant admis dans le calcul ,‘on a a pr*- 
dû chercher leŸ moyens de leur faire fubir toutes les opé- 
rations qui fe pratiquent fur les purs nombres abflraits. n 
Les réglés de l’addition & de la fouflraélion ont dû fe de 

° tiplitf ou 

préfenter aifément , parce qu’elles font fondées fur la de divi. 
nature même des quantités que ces nombres repréfentent; nombres 
mais la multiplication ou la divifion de ces nombres ^es 
uns par les autres a dû paroître impoffible. Car , pour ne 
parler que de la première de ces opérations , on fait que 
par fa nature elle exige pour multiplicateur un nom- 
bre abflrait. Comment donc fera-t-elle praticable entre 
deux nombres concrets , tels que font toujours les nom- 
bres oppofés ? D’ailleurs il faut que dans tous les cas 
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le produit foit au multiplicande , comme le multiplica- 
teur eft à l’unité. Or , fi le produit n’eft point de la même 
efpèce que le multiplicande , comme il arrive fouvent en 
multipliant les nombres oppofés les uns par les autres , 
comment comparer enfemble ces deux nombres pouf 
établir entr’eux une analogie aufii eflentielle à l'opéra- 
tion ? Une telle comparaifon feroit absolument impoflî- 
ble , & par conféquent il n’eft pas plus permis, à pro- 
prement parler , de multiplier deux nombres oppofés 
l’un par l’autre , .que de multiplier un efpace par un temps, 
une ligne par une ligne , ou un mouvement par un e mafle. 

XIV. 

D ans quel fens faut-il donc confidérer la multipli- 

diniquci cation de nombres oppofés , afin de la concevoir poftibîe ? 

«.péri- C’eft en faifant abftra&ion du figne du multiplicateur, & 

pointes, confidérant ce faéleur comme un pur nombre abftrait. 

n’^taphy- Ainfi pour pouvoir multiplier 4 — V 3 par *+- 2 , il fau- 

tkpie do (jj-a d^bord négliger le figne du multipli<*iteur , & pren- 
la re s le . . r 

deifijnes d re deux f 0 i s quantité 4 — V 3> ce q Ui s indiquera ainii: 
nyjitipli- 2 (4 — y/ 3), & s’énoncera en dilant : 4— V 3 P f i s deux 
c»uoa. £q! s ^ qui donne 8— V 12. Ce fera là le vrai produit, d’après 
lequel on formera l’analogie qui naît de la nature de la 
nUiltiplication. Mais ce produit ayant des fignes & pou- 
vant toujours être écrit à la fuite d’un terme quelconque 
A, qui entre ou qui peut être fuppofé entrer dans la même 
formule numérique, quelque chofe doit indiquer s’il faut 
l’ajouter à ce terme ou s’il faut l en fouftraire. Or , cette 
indication ne peut être donnée que par le figne qui fera en 
tête de l’expreflion même, ou bien qui précédera le mul- 
, tiplicateur 
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îiplicateur dans 2 ( A. — V ?)• L’on écrira donc alors 
A — 2 [ 4 — V 3), & cela défignera que du terme A il faut 
fouftraire la quantité 4 — y/ 3 , prife deux fois , ou bien 
8 — \J 12 , ce qui donnera , d’après les règles de la fouf» 
traftion , A — 3 ^ 1 2, Si le multiplicateur eût été po- 

fitif, on auroit eu A-+- 8 — V 12 , parce qu’il auroit fallu 
ajouter le vrai produit , favoir 8 — y/ 1 2 , au terme A , 
ainfi que l’auroit indiqué le ligne 4- du multiplicateur 
mis en tête de cette exprelîion. On voit donc que la va-, 
leur du multiplicateur défigne combien de fois il faut 
prendre le multiplicande pour former le produit , & que 
le figne qui le précède , indique laquelle des deux opé- 
rations ou d’addition ou de fouftraétion on doit faire fu- 
bir à ce produit. De façon que quand on dit que le 
produit de deux nombres négatifs eft pofitif, par exem- 
ple , que celui de — <5 par*— 3 eft 18 , ce n’eft là qu’une 
manière abrégée de défigner à la fois & le vrai produit 
de 6 par le nombre abftrait 3 , lequel eft — 18 , & la 
iouftrasftion de ce produit d’un terme quelconque A , qui 
le.précède ou qui peut être fuppofé le précéder , fans que 
rien foit changé dans cette exprelîion. C’eft ainfi qu’oji 
trouve quelquefois en Mathématiques des énoncés qui 
pris dans le fens littéral , feroient ablurdes , mais qu’on 
conferve cependant, parce que bien entendus & pris dans 
le fens des inventeurs , ils exprinaent avçc précifion uq 
précepte que la mémoire retient aifément. 

La manière doift nous venons d’expliquer la multipli- 
cation des nombres oppofés , fait difparoître dans la pré- 
tendue multiplication des fignes ( comme fi réellement 
t>n multipiioit des fienes ) toutes ces obfcurités qui ont 
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engagé tant de Géomètres à chercher la raifon métaphy- 
fique de cette opération. Ils auroient dû chercher plutôt 
fi l’opération en elle-même étoit pofïible , & alors en 
expliquant en quel lêns elle l’efl, la démonftration de la 
règle fe feroit préfentée d’elle-même. Mais au lieu de 
fuivre cette marche fimple , la plupart ont voulu prouver 
la vérité de la règle par l’exaélitude des réfultats j comme 
fi un réfultat , quelqu’exaét qu’il foit , démontre la vérité 
d’une méthode , & qu’il fît difparoître ici l’apparente abi 
furdité que fon énoncé préfente. 

X V. 

Les mêmes difficultés que nous venons de trouver 

au on 2 a 

*“«* ** dans la multiplication des nombres oppofés, fe préfentenc 
de là dé. dans la divifion , & la manière de les réloudre fera aufli 
ordinal- la même ; mais avant d’en venir là , fixons , s’il fe peut , 
diriCon . 1 l’idée qu’on doit avoir de la divifion. Il y a deux ma- 
nières de la définir , fort différentes l’une de l’autre : dans 
la première on dit que c’ejl une opération par laquelle on 
cherche combien de fois une quantité efi contenue dans une 
autre ; & dans la fécondé , que c’ejl une opération par la- 
quelle on partage une quantité en un certain nombre de 
parties égales , b que Von fixe la valeur de chacune. Les 
plus grandes queftions tiennent à ce point important 
-des‘Élémens; c’eft pourquoi nous allons tâcher de l’éclair- 
cir , en faifant voir que la première de ces définitions , 
-quoique généralement fuivie , ne .peut être admife fans 
-de grands inconvéniens. 

En effet , en diiant que par la divifion on cherche 
combien de fois une quantité efl contenue dans une autre â 
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on doit néceflairement confondre les raifons avec les 
fraétionsf, comme on le fait communément. Ainli puif. 

que la fraétion fuivante ^ vaut la fomme de ces deux-cî 

4 

Il J 

— > — , il faut auflï que la raifon de i y à 4 vaille la 

fomme des raifons de I2a4&de3 à 4. Or , d’après 
tous les Géomètres qui ont enfeigné à additionner les 
raifons , & d’après la démonftration que nous en avons . 
donnée au N°. 21J de nos Èlémens,la fomme de ces deux 
raifons eft la raifon de 5) : 4 , & non point celle de 1 y : 4. 
C’eft là une première erreur qui s’enfuit de la définition 
ordinaire. 

D’après cette même définition , il faut que dans toute 
divifion le quotient foit un nombre abftrait , puifqu’il 
indique combien de fois le divifeur eft contenu dans le 
dividende. Or , comme toute fraétion repréfente le quo- 
tient du numérateur divifé par le dénominateur , il fau- 
dra auflï qu’elle foit toujours un nombre abftrait , ce 
qui n’eft pas moins abfurdeique fi l’on difoit que tout nom- 
bre entier eft néceflairement un nombre abftrait. 

Veut-on au contraire qu’une fra&ion puifle être un 
nombre concret ? Alors on refte de divifion ne pourra 
pas toujours être ajouté à la fuite du quotient entier ; 
parce que ce refte pourra être une fraétion concrète , 
tandis que le quotient fera toujours un nombre abftrait , 

& qu’il feroit abfurde d’ajouter enfemble ces deux quanti- 
tés hétérogènes (IV. ). 

D’ailleurs , quand on introduira les nombres oppofés 
dans la divifion , comment pourra-t-on concevoir qu’un 
\ b 2 


Digitized by Google 



xx Discours 

divifeur négatif eft contenu dans un dividende pofitif ; 
puifqu’on ne peut établir aucune raifon entr’eux , ainlt 
que nous le prouverons plus bas ? Si l’on dit qu’on fait 
alors abftraélion des lignes , & qu’on confidère le dividen- 
de & le divifeur comme des nombres abftraits , que de- 
viendra le quotient ? Il fera fans doute un nombre abl- 
trait , & alors on ne pourra plus l’ajouter à des nom- 
bres oppofés ou l’en fouftraire , puifqu’il fera hétéro- 
gène avec eux. 

Il femble donc que non-feulement les propriétés des 
raifons & la nature des fraélions ne puiflent s'accorda* 
avec la définition ordinaire de la divifion ; mais même 
que le calcul des nombres oppofés y répugne aulîi ; tan- 
dis que tout fe concilie aifément avec l’autre définition. 
t,a manière d’opérer, la preuve qu’on ne peut écrire au 
quorient qu’un caraélère à la fois , l’oppofition qu’il y 
à entre la multiplication & la divifion , l’étymologie 
même du mot divifion , tout enfin fe préfente ici de 
foi-même'. Nous dirons donc d’après cette définition, que 
lé quotient eft toujours de meme nature que le divi- 
dende , puifqu’il en eft partie : que le divifeur eft urt 
pur nombre abftrait , puifqu’il ne fert qu’à indiquer en 
Combien de parties égales il faut partager le dividende ; 
que les fignes -+-oü — qui le précèdent quand on in- 
troduit les nombres oppofés , marquent fi ce quotient 
doit être ajouté ou fouftrait à ce qui le précède ou qui 

peut le précéder. Ainfi quahd on dit que — — 

Si qüé 3 , tela lignifie que dans l’un & l’autre 

cas il faut prendre la cinquième partie de -+- , laquelle 
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eft toujours -+- 3 ; mais; que dans le « premier , cette 

partie doit être ajoutée à zéro ou à ce qui précède , 

♦ 

c’eft pourquoi on l’écrit avec fon ligne ■+• 3 ; & que 
dans le fécond cette partie doit être foullraite , voilà 
pourquoi on change fon figne en écrivant — 3. 

XVI. 

O u T R E les nombres entiers & fractionnaires qui fe a«°' în^ 
préfentent les premiers , il en faut admettre une infinité 
d’autres, connus fous les noms d'incommenfurables 8 c d’i- 
maginaires. Pour préfenter une idée exaCle de ceux-ci , 
cherchons d’abord ce que c’eft que mefurer une quantité. 

Mefurer une quantité nefl autre vhofe que déterminer en 
nombres entiers combien de fois une autre quantité , 
quon prend pour unité de mefure , efl contenue dans la 
première. Je dis que cette détermination doit être ex- 
primée par des nombres entiers ; car fi on difoit qu’une 
toife, par exemple ,eft contenue dans une ligne droite 

j* de fois ou deux fois & y , ce n’eft pas la toife qu’on 

prélenteroit alors pour unité de mefure , mais feulement 
le tiers de la toife , qui feroit une aliquote de cette 
ligne. Ainfi non-feulement toute unité de mefure doit 
être homogène à la quantité mefurée , puifqu’elle en eft 
conçue comme partie ; mais encore deux quantités n’ont 
pas de commune mefure , ou bien elles font incommen- 
furables entr elles , quand elles n’ont aucune aliquote 
commune. Or , l’Arithmétique nous apprend qu’il y a 
une infinité de nombres de cette elpè~e , & qu’ainfi en- 
tre ceux* 4 à rien ne peut préfenter à l’efprit une déter- 
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mination exadîe de leur rapport , tels font par exemple 
3 \/i2. Cependant on ne peut douter que 3 ne foit 

plus petit que y/ 12 , & qu’il n’en puiffeêtre conçu com- 
me une partie quelconque , tandis qu’il ne fauroit être 
partie de V — 12. C’eft pourquoi 3 & y' — 12 , que nous 
avons appelle une imaginaire , font plus qu’incommenfu- 
rables j ils font incomparables entr’eux. 

XVII. 

1rs in- ,» , 

“mn-.en M A i s quoique deux quantités foient incommenfu- 
râbles ou même incomparables entr’elles, il ne s’enfuit 
P as ft u,el,es le foient avec toute autre. La nature de la 
«fcsnora quantité ne permet point d’imaginer une incommenlu- 
rabilite abfolue. Car de la que toute quantité eft fulcep- 
tible d accroilfement ou de diminution , on en peut con- 
cevoir une autre qui foit double , triple , &c. de celle- 
là. C eft ce qui prouve que les incommenfurables & mê*. 
me les imaginaires, doivent être miles au rang des nom- 
bres. Car V i, y/ — q. } y / — p , pouvant prendre 
cette forme i\/ 1 , 2 \J — 1, 3 \J — 1 , on ne peut 

nier que la première de ces imaginaires ne foit la moi- 
tié de la fécondé & le tiers de la troifième ; & qu’ainft 
avec cette première , prife comme unité , on ne puifte 
former les autres par une continuelle répétition , ce qui 
fbffit pour donner l’idée du nombre ( VI ). 

XVIII. 

une 'infi* S 1 l’on demande donc combien il y a d’efpèces de ces 
rïcJ'àif- nom b rcs ou incommenfurables ou imaginaires , on répon- 
icremes dra qu’il y en a une infinité d’infinités d’efpèces différen- 
kics. tes. Four le convaincre de cette vérité, il fuffit d’ob- 
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ferver que toute incommenfurable peut être nombrée 
avec une infinité d’autres. Ainfi y/ 2 , par ex. peut être 
nombrée avec y/ 8, avec y/ i8, avec ^ 32, avec y/ yo, & 
toujours fans fin ; de forte que prenant le premier de 
ces nombres pour unité , on peut dire que pour avoir 
le fécond , il faut ajouter cette unité deux fois à zéro , 
trois fois pour avoir le troifième , quatre fois pour avoir 
le quatrième, &c. Si au lieu de y/ 2 on eût pris pour unité 
V 3 , on auroit formé une fuite de nombres , favoir , 
Vi2,v/27 , V48 , y/"} 1 ) ,&c. qui contiendroit cette unité, 

2,3, 4 fois,& tous feroient incommenfurables avec les pre- 
miers. Si au lieu de V 2, j’euife pris pour unité la racine 
troifième , ou quatrième , ou cinquième de ce même 
nombre , j’aurois trouvé une infinité d’efpèces différen- 
tes de nombres incommenfurables , foit entr’eux , foit 
par rapport aux nombres entiers ou fractionnaires. De 
forte qu’un nombre , quel qu’il foit, peut donner naiffance 
à une infinité d’incommenfurables , & la même chofe 
pouvant fe dire des imaginaires , on en conclura que 
l’une & l’autre efpèce de ces quantités rentre dans la 
clalfe des nombres. 

XIX. 

Cette multitude innombrable de différentes efpè- Notion 
ces de nombres fait allez voir que l’Arithmétique ne peut 
étendre fes combinaifons fur tous en employant les chif- 
fres , ou bien des caraétèrcs qui expriment feulement £°^ la 
ceux d’une efpèce en particulier. Il a donc fallu fubfti- trie datls 

* ^ fou ob* 

tuer à ces chiffres des fymboles qui peuvent indifférem- )«. 
ment repréfenter toutes les efpèces de nombres ; & cette 
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Arithmétique fymbolique & univerfelle , connue fous le 
nom d 'Algèbre , a dû exclure dfe fon objet , les vérités 
hypothétiques , dont nous avons parlé plus haut , pour 
ne préfenter à l’efprit , que des vérités abfolues qui font 
fondées fur la nature même des nombres. Mais en éten- 
dant ainfi fes combinaifons, l’Algèbre ne celfe point d’ê- 
tre une vraie Arithmétique , & par conféquent bornée 
aux nombres ou à la quantité difcrète. C’eft pourquoi 
ceux qui ont voulu l’étendre jufqu’à la quantité conti- 
nue , & qui prétendent qu’elle renferme dans fon objet 
l’Arithmétique ordinaire & la Géométrie, fe font fait 
une idée faufle de cette Science. Cette erreur vient fans 
doute de ce qu’on a vu que par fon fecours on démon- 
troit des vérités qui appartiennent à la Géométrie. Mais 
comme ces vérités n’expriment que des rapports de 
grandeur entre des lignes ou d’autres quantités Géomé- 
triques , reprélentées par des nombres , ou bien des rap- 
ports de fituation , tels que les lignes ou — peuvent 
les indiquer , non-feulement l’Algèbre , mais même l’A- 
rithmétique commune peut établir ces vérités. Il faut donc 
dire ou que ni l’une ni l’autre ne s’étendent à la Géo- 
métrie , ou que toutes deux s’y étendent également , ce 
qui feroit abfurde. Ainfi l’Algèbre ne pouvant être re- 
gardée que comme une extenfion de l’Arithmétique , 
qui lui fournit la plupart de fes principes , ce feroit 
dépayfer , pour ainfi dire , chacune de ces feiences , que 
de les féparer l’une de l’autre par la Géométrie. D’ail- 
leurs on fe priverait gratuitement des fecours que l’Al- 
gèbre préfente pour démontrer plufieurs vérités d’A- 
rithmétique & de Géométriç. La nature de ces Sciences 

fixe 
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fixe donc l’ordre dans lequel on doit les préfenter dans 
les Elémens , & prouve que ce n’eft pas fans raifon que 
nous avons établi en Arithmétique certains principes 
qui font nécelfaires à l’Algèbre , & que nous avons ren- 
voyé à l’Algèbre des méthodes qui appartiennent à l’A- 
rithmétique. L’affinité de ces deux Sciences permet cette 
tranfpofition , & la généralité des opérations d’ Algè- 
bre la rend fouvent néceffaire. 

x x. D{fini- 

L A définition générale des puifTances que nous avons ,j oll 
donnée au n°. 124 , eft le premier endroit de nos Elé- 
mens d’ Algèbre qui demande quelque éclaircifïement. Il «*• 
nous femblc en effet , que cette définition ne fauroit être 
exadte fi l’on n’en peut déduire la vraie notion des ex- 
pofans , leurs principales propriétés, & la preuve dire die 
que non-feulement un nombre quelconque , mais même 
zéro , peut fervir d’expofant à une quantité. Or , fi 
l’on fe contente de dire , avec la plupart des Auteurs , 
qu’une puifl’ance eft le' produit d’une quantité mulcipliée 
un certain nombre de fois par elle-même , cette notion 
ne mènera jamais à admettre la poffibilité de l’expofant 
zéro , moins encore aux expofans négatifs ou à leurs di- 
verfes propriétés. On voit au contraire que tout cela s’en- 
fuit naturellement de la définition que nous avons don- 
née , & qu’ainfi ce n’eft pas fans raifon que nous l’avons 
préférée à toute autre. L’idée de faire entrer l’unité dans 
la définition des puiffances nous paroît affez remarqua- 
ble pour dire ici que M. Privât de Moliere eft le pre- 
mier qui l’ait ïmployée , en définiffant la première puif 
fance d’un nombre le produit de l’unité par ce nombre. ■ 

Mais outre que cet Auteur ne 1 l’a point étendue aux 
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autres puiflances , & qu’ainfi il n’a point donné une défini- 
tion générale , il ne s’en eft fervi enfuite pour aucune 
propriété des expofans , & cette importante notion n’elL 
chez lui qu’imparfaite ouftérile. 

XXI. 

t* 

Mania- A p R e’ s les puiflances il nous relie à parler de la * 

rc nou- % * 1 

veiie de réduélion des racines imaginaires à la forme du fécond 

réduire • , 

(omet let degré. Tout le monde fait que M. d’Alembert efl le 
STÏÏ premier qui ait prouvé la poflibilité de cette réduélion * 
ceïîTs du & < l u ’^ l’ a même étendue aux imaginaires exponentiel- 
fecond i es t ou bien à celles qui ont d’autres imaginaires pour; 
expofans. Mais comme cette vérité appartient à l’Algè-< 
bre ordinaire , & que d’ailleurs d’autres vérités d’Ana- , 
lyfe en dépendent , les Géomètres ont dû chercher à 
l’établir par une méthode différente de celle de Mr. 
d’Alembert , qui efl toute fondée fur le calcul intégral. 
M. de Foncenex , de l’Académie de Turin , & Mr. l’Abbé 
Bofliit , de l’Académie des Sciences de Paris , le font 
occupés de cette réduélion ; mais foit parce qu’ alors l’ou- 
vrage du premier de ces Géomètres nous étoit inconnu , 
foit parce que la méthode du fécond n’ell prouvée que 
par induélion , nous nous fommes livrés à cette re- 
cherche. La méthode que nous donnons ici , outre l’avan- 
tage de montrer une route nouvelle y préfente quelques 
propriétés des imaginaires qu’on ne connoiffoit pas 
encore ; & quoique toujours allez aifée pour n’être pas 
au-deflus des Élémens , elle mène par uti procédé fimple 
à la réduélion des imaginaires exponeritielles, avantage 
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qu’on ne trouve point dans les méthodes de ces Géomètres. 

Nous n’avons fupprimé la preuve de cette réduction que 
parce qu’elle eft de peu d’utilité dans les Élémens , & 
qu’elle fuppofe quelque propriété des logarithmes, qui ne 
fauroit être démontrée avant d’arriver au Chapitre où 
nous traitons des imaginaires ; mais elle fe trouvera con- 
fignée dans les mémoires de l’Académie des Sciences de 
Touloufe pour l’année 1777. 

XXII. 

E N fuivant l'ordre des matières traitées dans ces Élé. c .^ cIa!r " 
mens, 6 c qui demandent quelque difcufïïon , nous de- fur la de- 
vons parler ici des Raifons. C’eft un point important fur dc'u°tai- 
lequel nous avons cru devoir pour une plus grande exac- fom 
titude , nous écarter des idées reçues dans la plupart des 
Élémens modernes, ^ant d’en venir à ces changemens t 
cherchons d’abord à nous former une notion exa été de 
ce qu’on doit entendre eil Mathématiques par Iiaifon. 

Une des principales facultés de notre ame, c’cfl: d’avoir 
plufieurs idées à la fois , de pouvoir les rapprocher l’une 
de l’autre par une juxta-pofition purement intelle&uelle 
qu’on appelle comparaifon , 6 c de cette comparaifon de 
deux idées d’en déduire une troifième , qui nous repré- 
fente l’état ou la façon d’être de chacune des idées 
comparées relativement à l’autre. Cette troifième idée , 
qui naît de la comparaifon de deux autres , s’appelle 
un rapport , & celles que nous comparons enfcmble 
pour obtenir ce rapport , font les termes de la corn* 
paraiforu L’innombrable multitude d’objets que nous 
pouvpns comparer enfemble , les différentes façons de 

dij 
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lçs envifager, les rapports divers que nous en pou'* 
vons déduire , n’ont d’autres bornes que celles de l’ef- 
prit humain , & ont donné na iflfance à ce que nous appel- 
ions fcience, vérité, opinion , &c. Ainfi l’idée du rapport 
en général eft très-étendue, & renferme les rélultats de 
toutes les comparaifons que notre efprit peut établir 
entre des êtres quelconques , foit phyfiques , lo-it méta- 
phyfiques , foit moraux. Revenons aux rapports desquan- 
tités, qui feuls font l’objet delà Science que nous ^ trai- 
tons. 

■■ Tandis que nous confidérons les quantités en géné- 
ral , ou bien que nous les envifageons fimplement conr 
5ne des êtres qui contiennent une multitude déterminée 
de parties , nous n’en pouvons déduire que des rapports 
fondés fur la comparaifon mutuelle de cette multitude de 
parties; & parce que ceux-là non® donnent la notion 
relative de grand & de petit , & par conféquent celle de 
grandeur , nous les avons appellés rapports de grandeur. 
Mais firôr que nous comparons enfemble des quantités par- 
ticulières ou revêtues de certaines qualités, nous établirons 
des rapports dépendans de ces qualités. Ainfi, en comparant 
enfemble deux portions d’étendue, par exemple, deux 
lignes droites , cette comparaifon fournit- à l’efprit , non- 
feulement des rapports fondés fur leur grandeur , mais 
encore fur leur fituation refpeélive ;& ceux-ci , nous les 
exprimons par les termes de parallélifme , d’obliquité > 
de concurrence , d’angle , &c. Ce font ces rapports que 
la Géométrie feule peut faire connoître , & auxquels on 
ne peut jamais parvenir par le calcul. D’après'ccla on 
voit pourquoi nous avons défini les raifons , le rapport de 
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grandeur qui fe trouve entre deux quantités y dont V une 
peut être partie de Vautre. Et quoique dans le langage 
ordinaire on confonde fouvent l’idée de raifon avec celle 
de rapport , il n’en eft pas moins vrai que celle ci eft 
infiniment plus étendue que la première } qu’elle eft le 
genre , tandis que l’autre n’eft que l’efpèce , & ^u’ainlï 
on a été fondé à la faire entrer dans la définition de la 
railon. 

. XXIII. 

D’apre’s cette définition, il fe préfente ici deux conr;. 
obfervations eftentiellcs ; la première , qu’on ne peut éta- * 
blir une raifon entre dçs quantités hétérogènes, parce 
que notre efprit ne pouvant confidérer l’une comme par- tion - 
tie de l’autre, ne fauroit former aucune comparaifon en- 
tr’elles : la fécondé , qu’entre deux quantités égales a & b. 

•il n’exifte , à proprement parler , aucune raifon ; parce 
que n’y ayant point de motif fuffifant pour affirmer que 
a eft parue de b plutôt que b partie de a , il n’y a entre 
ces êtres ni grand ni petit , ni par conféquent grandeur 
ou rapport de grandeur , lequel feul peut donner la no- 
tion de la raifon. D’ailleurs le rapport d’égalité eft évi- 
demment la limite qui fépare les raifons de majorité 
d'avec celles de minorité , c’eft-à-dire , qu’il eft le partage 
des raifons pofitives aux négative?. Or , cette limite , ou 
bien ce partage du pofitif au négatif dans une clartb quel- 
conque de quantités oppofées , ne fauroit jamais # être une 
quantité ; par conléquent ici il ne peut point former une 
raifon. • 

De cette même définition de la raifon on conclura 
encore que ce qu’on appelle communément raifon Arith- 

* i 


Digitized by Google 


I 


* 


*** Discours 

métique , & qui confifte dans la différence qu’il y a en- 
tre deux quantités , ne fauroic être appellé une raifon 
proprement dite. En effet , cette raifon Arithmétique ne 
donne aucune idée du rapport de grandeur qu’il y a en- 
tre deux quantités ; car autrement il faudroit dire que 
puifque la raifon Arithmétique de ioo à pp eft égale 
à celle de i à i , ioo eft aufli grand par rapport à pp, 
que 2 l’cft par rapport à un , ce qui eft abfurde. Audi 
les anciens n’ont jamais donné le nom de raifon à ces 
différences , & fi les modernes en ont ufé autrement , ce 
n’eft que par un étrange abus des mots qu’il feroit bon 
de changer. 

XXIV. 

tftnn'ne Les raifons étant de vraies quantités , il a fallu , pour 

mesurent fe faire une idée de leur valeur , chercher à les mefurer. 

pas les 

laitons. Or , cette mefure, prefque tous les Auteurs élémentaires 
l’ont prife du quotient que donne un des termes de la 
raifon divifé par l’autre. Nous croyons au contraire , 
avec de grands Géomètres , que cette méthode doit être 
rejetée pour les raifons fuivantes. i°. Dans le fond elle 
ne fait que changer une raifon en une autre qui lui eft 
égale , & non point la mefurer. En effet , quand on dit , 
par exemple , que la raifon de 18:3 vaut 6 , on ne 
dit autre chofe fi ce n’eft que la raifon de 18 : 3 vaut 
celle de 6 : 1 ; puifque d’après leurs propres prir^ipes , 
la raifofl du dividende au divifeur vaut celle du quo- 
jtient à l’unité. Or , réduire ait^i une raifon à une expref- 
fion plus fimple , ce n’eft pas encore l’avoir mefurée. 
2 °. Pour pouvoir ainfi mefurer les raifons , il faut ad- 
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mettre la définition ordinaire de la divifion , par laquelle 
on regarde le divifeur comme un nombre contenu dans 
le dividende ; il faut donc adopter toutes les inexaéti- 
tudes qui s’enfuivent de cette manière d’envifager l’opé- 
ration , & defquelles nous avons fait le détail ci-defïus. 
3 0 . En fuivant cette méthode des quotients , il faut né- 
ceflairement prendre les fractions pour des raifons , ainlï 
qu’on le fait communément : & comme dans toute raifon 
les deux quantités comparées font toujours de même 
efpèce ; il faudra aufli que dans toute fraélion le numé- 
rateur & le dénominateur foient deux nombres d’efpèce 
femblable. Dès lors le dénominateur ne fera donc plus 
un nombre attirait , qui exprime en combien de par- 
ties égales on a divifé l’unité , & le numérateur ne fera 
plus indifféremment ou abftrait ou concret , fuivant que 
l’unité qu’on divife eft elle-même abftraite ou concrète t 
ce qui renverfe l’exaéle notion qu’on doit fe faire des frac- 
tions. 4 0 . En confondant les raifons avec les fractions , 
il faut qu’on prenne la fomme des unes ainfi qu’on prend 
celle des autres , c’eft-à-dire , en les réduifant au même 
dénominateur , & prenant la fomme des numérateurs ; 
par conféquent la fomme de ces raifons continues 2:4, 
4 : 8 , 8 : 16 , vaudra celle de ces trois fraétions 

j •+- j -+- î ou bien Cependant nous avons incontefta- 

blement prouvé ( & en cela nous nous accordons avec des 
Géomètres du premier rang , qui ont traité cette 
matière ) que la fomme de ces raifons eft la raifon de 
2:16, bien différente de celle de 3 : 2 , qui deyroit 
yenir d’après la méthode des quotients. 
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X X V. 

Supptc- Pour détruire la régie que nous avons donnée fur 
™moni'- a Addition des raifons , il faut dire ,ou bien que plufieurs 
— . raifons ne peuvent point former des quantités continues , 
*ie don- ou bien que dans ces fortes de quantités la fomme n’eft 
âddiliou- point repréfentée par une autre quantité de la même 
«lirons" e fpèce, qui s’étend depuis l’origine de la première jufqu’au 
terme de la dernière. Or, l’une de ces vérités eft fondée 
fur la notion même du continu , telle que nous l’avons 
donnée plus haut ( VIII ) : & pour prouver l’autre t il 
fuffit de faire les cbfervations fuivantes. 

i°. Plufieurs quantités continues quelconques peuvent 
être repréfentées par autant de lignes droites , pourvu que 
ces lignes gardent entf’elles les mêmes raifons ou rap- 
ports de grandeur, qui font entre ces quantités. 

2 °. La manière de prendre la fomme de ces quan- 
tités continues , fera la même que celle de trouver 
la fomme des lignes droites qui les repréfentent. Or » 
ces lignes ont chacune deux limites qui font les deux 
points où elles fe terminent ; 8c comme on peut conce- 
voir que chacune a été formée par des accroilfemens 
fucceffifs en allant d’une limite à l’autre , on peut 
dire que l'origine de la ligne eft la limite d’où partent 
I ces accroiffemens , & que l’autre limite où ils fe ter- 
minent en eft le terme. Cela pofé , pour prendre la 
fomme de ces lignes droites, il faudra, i°. Que tous 
leurs points foient difpofés en ligne droite , puifqu’autre- 
ment leur fomme ne formeroit pas une ligne de l’efpèce 
de celles qu’on veut fommer , ce qui feroit abfurde. Il 
, faudra , 
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faudra , 2°. Que le terme de la première de ces lignes fd. 
confonde avec l’origine de la fécondé , le terme de lst 
fécondé avec l’origine de la trcifieme , & ainfi de fuite i 
car fi cela n’étoit pas ainfi, ou bien cette fomme ne forme- 
roit pas une quantité continue , & alors elle ne feroit 
pas homogène avec les quantités qu’on veut fommer , 
ce qui répugne : ou bien les parties prifes enlemble 
pourroient furpaffer le tout, ce qui répugne encore. Ainfi 
la fomme de ces lignes droites ne peut être autre chofe 
qu’une feule ligne droite tellement formée qu’une de 
fes extrémités fe confonde avec l’origine de la première 
des lignes qu’on veut fommer , & que l’autre extrémité 
tombe fur le terme de la dernière de ces lignes. Oit 
doit donc dire également que la fomme de plufieurs 
quantités continues , eft elle-même une quantité con- 
tinue de l’efpèce de celles qu’on veut fommer , laquelle 
s’étend depuis l’origine de la première de ces quantités 
jufqu’au terme de la dernière. C’cft là ce qui jufiific 1* 
manière dont nous avons pris la femme des raifons. 
Aucun des Géomètres qui ont voulu les mefurer par 
des quotients , n’a entrepris de les fommer , bien qu’ils 
aient prétendu les multiplier les unes par les autres , 
comme fi toute multiplication n’étoit pas une addition 
réelle , & que cette opération ne demandât pas pour mul- 
tiplicateur un nombre abfirait ou abfolu , 8c non point ' 
une raifon. 


XXVI. 
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apprend à faire fubir aux raifons tous les changement 
qu’on fait fubir aux autres quantités. D’ailleurs les dé- 
nominations de raifon doublée , triplée , &c. ne portent 
plus à faux. N’étoit-ce pas en effet une idée étrange , de 
dire qu’une raifon doublée d’une autre n’efl: pas précifé- 
ment celle qui vaut le double de celle-là ; mais bien 
celle qui réfulte de la première multipliée une fois par 
elle- même ? N’étoit- il pas également étrange d’admet- 
tre , ainfi que font certains Auteurs , une diftinétion 
entre raifon double & raifon doublée f comme fi cha- 
cune de ces dénominations , fuivant l’acception des mots , 
n’exprimoit pas également l’état d’une quantité en tant 
qu’elle eft une fois plus grande qu’une autre. Mille in- 
convéniens s’enfuivent donc de l’idée de mefurer les 
raifons par des quotients , au lieu que toutes ces chofes 
s’arrangent d’elles-mêmes en les mefurant par une raifon 
fixe qu’on prend pour unité. Dès lors on fe conforme 
à la vraie notion de mefure , que nous avons donnée 
plus haut : les définitions de la raifon compofée, ainfi que 
celles des raifons doublées , triplées , fous - doublées , 
fous-triplées, fe préfentent d’elles-mêmes : & fur-tout on 
prouve par là l’immédiate relation qui doit fe trouver 
entre les raifons & les logarithmes , & de laquelle dé- 
coulent des idées lumineufes fur la théorie de ces nombres.' 

XXVII. 

Notion Pour fe convaincre de l’affinité qui règne entre leS 
xhhme* logarithmes & les raifons , il fuffiroit prefque d’affigner 
l’étymologie du mot logarithme , qui ne peut fe rendre lit- 
téralement que par raifon des nombre f ou nombre des rai-i 
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fons. Cela prouve que dans l’efprit des inventeurs la 
notion des logarithmes avoit un rapport immédiat avec 
celle des raifons ; & c’eft pourquoi nous difons que ces 
nombres font les expofants des valeurs des raifons. C’efl 
là la manière dont les envifageoit le célèbre Cottes , qui 
a dit dans fon traité de Harmoma menfurarum , Chap. 3 , 
logarithmi funt rationum menfurœ numérales. Saunderfon 
après lui, les a confidérés de même , quoiqu’à,la vérité 
dansplufieurs endroits relatifs à cette importante matière, 
il fe foit laide entraîner par l’ufage. Mais ce qui prouve 
mieux que toutes ces autorités , quelque refpeétables 
qu’elles foient , combien cette définition des logarithmes 
eft exaéte , c’efi que toutes les autres s’en peuvent dé- 
duire par des conféquences évidentes , & fur-tout celle 
que donne M. Euler , lorfqu’il dit que les logarithmes des 
nombres ne font autre chofe que les ex pof ans des puif- 
fances auxquelles il faut élever un nombre quelconque pour 
former tous les autres. Or, toute propriété qu’on peut 
déduire d’une autre a befoin de preuve , & ne doit pas 
par conféquent être admife dans une définition. Quant 
à ceux qui difent que les termes d’une progreffion arith- 
métique correfpondants à ceux d’une progreffion géo- 
métrique , font les logarithmes de ceux-ci , nous ne 
leurs difputerons rien , fi par-là ils entendent fe borner 
à une pure définition nominale ; mais s’ils prétendent tirer 
de-là une définition réelle de ces nombres, nous pouvons 
leur faire la même objeétion que nous faifons à M. Euler. 
Nous ajouterons encore qu’il y auroit dans cette dé~ 
finition une erreur plus importante, fi, à l’exemple de 
certains Gtomètres ils fe croyoient endroit de prendre 
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une progreffion arithmétique quekonque ; car alors il 
pourroit s’enfuivre que le logarithme de l’unité ne fut 
pas Q, ce qui renverferoit tous les principes. 

XXVIII. 

ugesque Après avoir parié des logarithmes , il nous relie à 
ETuîéo- dire un mot fur les permutations & les combinailons. 
permuta- L e principal motif qui nous a engagés à traiter cet- 
uuns. te q Ue ftion dans nos Élémens , c’eft que fans elle on 
ne fauroit démontrer à la rigueur la loi des coéficients 
dans la formule générale des puilfances d’un binôme. 
Cette loi des coéficients une fois connue , nous nous en 
fommes enfuite fervis pour prouver l’importante vérité 
d’analyfe , que dans une équation la fomme des racines 
forme le coéficient du fécond terme , que la fomme de 
* leurs produits deux à deux forme le coéficient du troifieme, 
& ainfi de fuite. Nous avons en celarenverfé l’ordre que 
fuivent certains Auteurs , qui commencent par prouver 
cette vérité d’analyfe par une fimple induélion tirée de 
la manière dont fe forment plufieurs équations compofées r 
& qui s’en fervent enfuite pour établir la loi des coéfi- 
ciens dans la formule des puilfances ; mais outre qu’une 
preuve par induétion ne doit être donnée qu’au défaut 
de toute autre , on tombe alors dans une efpèce de cer- 
cle vicieux , en voulant prouver la vérité d’une induc- 
tion par une autre induélion également incertaine. Nous 
avons aufîi déduit la loi des coéficients dans la formule 
des puilfances de la théorie des permutations , plutôt 
que de celles des combinaifons , parce que cette voie 
nous a paru plus naturelle. Rien ne le confirme mieux 
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que la méthode qu’elle nous - fournit d’élever un poli- 
nome quelconque à une puifiance quelconque , fans paf- 
fer par l’immenfe détail des multiplications qu’il faut faire 
autrement. Quoique aucun des Auteurs qui nous font 
connus, n’ait donné cette méthode, elle efl fi fimple, 
que nous ne croyons pas qu’elle ait pu échapper à tous 
ceux qui ont traité cette matière. 

# XXIX. 


Nous voici enfin parvenus à l’Analyfe que nous avons 
cru devoir mettre à la fin de l’Algèbre , malgré l’ufage dû être 
contraire de certains Auteurs. Deux raifons principales u ün de 
nous ont déterminés à placer ainfi cette partie eflentielle 
du calcul algébrique. La première : que la plupart des 
queflions qu’on cherche à réfoudre par l’Analyfe ne peu- 
vent pas même être mifes en équation , fans recourir 
aux propriétés des proportions & dès progreiïions, & qu’il 
faut par conféquent connoxtre ces propriétés avant d’en ve- 
nir là : la fécondé , c’eft que pour expofer. quelques métho- 
des d’analyfe,il faut auparavant connoître cette importante 
propriété des équations, que le coéficient du fécond terme 
eft la fomme des racines , celui du troifième la fomme 
de leurs produits prifes deux à deux , celui du quatrième 
la fomme de leurs produits jkifes trois à trois-, &c. Or , 
comme nous l’avons déjà remarqué , cette vérité ne 
peut être démontrée rigoureufement qu’en employant 
la loi des coéficients dans les diverfes puiflfances d’un 
binôme , laquelle loi , pour être établie , fuppofe la théo- 
rie des permutations. Voilà pourquoi l’Analyfe n’a été 
traitée ici qu’après avoir parlé de ces différentes quefiior.s. 
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xxx. 

Bien des gens trouveront que cette partie immenfe 
du calcul algébrique , plus étendue elle feule que toutes 
les autres parties enfemble , a été traitée par nous d’une 
manière trop abrégée. Mais le but de cet ouvrage ne.nous 
permettoit pas de l’étendre d’avantage. D’ailleurs on 
aime mieux efluyer ce reproche jue celui qu’on peut faire 
à la plupart des Auteurs élémentaires , de n’avoir parlé 
des plus grandes queflions d’Analyfe , que pour les pré- 
lenter avec l’inexaélitude la plus frappante. Je n’en cite- 
rai d’autre exemple que celui de la fameufe règle de Def- 
cartes, qui par les répétitions & les changemens de 
lignes ,fert à difcerner le nombre des racines pofitives ou 
négatives d’une équation. Or , non-feulement cette rè- 
gle n’efi: point démontrée dans les livres élémentaires , 
quoiqu’elle fe trouve dans prelque tous , mais même au- 
cun ne fait obferver qu’elle devient inutile , fi l’on ne 
fait déjà connoître , fans folution d’équations , fi la pro- 
pofée contient ou ne. contient pas des racines imagi- 
naires. M. l’Abbé de Gua , de l’Académie des Sciences 
de Paris , eft le premier qui ait dit tout ce qu’il 
y avoit à favoir fur cette importante matière. Il a 
d’abord trouvé une méthode générale pour découvrir 
dans une équation , fans la réfoudre , fi elle contient des 
racines imaginaires, ou non : puis il a démontré le premier 
la belle règle de Defcartes fur laquelle certains favans 
avoient élevé des doutes autrefois (i),& dont Wolf 


( i ) Voyez le premier Mémoire de M. l’Abbé de Gua, dans 
le Recueil de l'Académie pour l'année 1741. 
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idifoit : theorema quod Harriotus pet induclionem invenit , 
nemahaclenus demonftrare potuit (i). Cependant, quelque 
belle que foit la démonftration de M. l’Abbé de Gua , 
on conviendra qu’elle auroit éré trop embarralfante pour 
les commençans dans un ouvrage comme celui-ci : c’cft 
pour cela que nous n’avons parlé ni de la règle de Def- 
cartes , ni de la méthode de découvrir les racines ima- 
ginaires. 

XXXI. 

Dans le Chapitre où nous expofons quelques pro- cMer« 
priétés des équations compofées , nous nous fommes 
attachés de préférence à une méthode allez récente par r ‘ ues e “" 
laquelle on trouve quel eft celui des divifeurs du der- l’anaiyfe. 
nier terme qui peut fervir de racine à une équation. Cette 
méthode quoique peu connue eft cependant plus fimple 
que celle de Newton , qu’ont employé la plupart des Au- 
teurs. La manière dont nôus prouvons que les racines 
imaginaires doivent être en nombre pair , & que deux 
à deux elles ne peuvent différer que par le ligne qui 
précédé l’imaginaire , n’eft qu’une conféquence de ce 
que nous avons dit ailleurs fur la réduétion de toutes les 
imaginaires a la forme de celles du fécond degré. On 
ne peut même établir cette importante propriété des 
équations que par ce moyen ; ce qui prouve combien 
il étoit néceffaire de faire voir , à l’aide de l’Algèbre or- 
dinaire , que les imaginaires de tous les degrés peuvent 


( i ) Voy. Wolf. Math. univ. tom. i. p. jzt. M. l'Abbé 
de Gua fait voir que cette découverte appartient à Delcartes, 
& qu’ainli Wolf & Saunderfon , qui en ont parlé d'après Wallis, 
le lont trompes en 1 attribuant à Harriot , Géomètre Anglois. 
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fe repréfenter par celles du fécond. Dans le peu que 
nous avons dit fur les équations du troifieme degré , 
nous avons tâché de parvenir à l’expreffion générale 
des trois racines d’une manière fimple & rigoureufe. 
Nous croyons avoir évité fur ce point le jufte reproche 
qufe M. d’Alembertfait à la méthode ordinaire , & qu’on 
peut voir à l’art. Equation du Dictionnaire Encyclopé- 
dique. Il nous a paru que notre manière de prouver que 
les trois racines d’une équation font réelles dans le cas 
irréductible , eft plus fimple qu’on ne la donne ailleurs, 
& qu’elle eft fondée fur la nature même des imaginaires 
qui entrent alors dans les premières expreflions des ra- 
cines. Quant aux équation? du quatrième degré , nous 
nous en fommes tenus ftriCtement à ce qu’en a dit M. 
Euler, omettant même certains détails, & nous per- 
mettant feulement d’éclaircir quelques endroits qui au- 
roient pu embarrafïer les commençans. Cette méthode 
de folution eft trop belle pour ne pas trouver 
place dans les livres élémentaires ; & nous regardons 
comme une diftinCtion honorable pour celui-ci , d’être 
le premier qui ait été enrichi de la découverte de *ce 
grand Géomètre. Du refte , il a fallu fupprimer des 
exemples & reflferrer dans' deux Chapitres tout ce qu’on 
avoit à dire fur les équations du troifième & du quatriè- 
me degré , afin de ne pas trop groffir ce volume , qui , 
n’ayant d’autre objet que de fervir d’introduCtion aux 
élémens des fciences phyfico-mathématiques , auroit 
abfolument pu omettre comme’ fuperflue toute la partie 
d’Analyfe qui va au-delà des équations du fécond de- 
gré. 

XXXII. 
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XXXII. 

Géométrie. 

L A notion que nous avons de l’étendue dont les di- 

1 _ de l'cien* 

verfes propriétés font l’objet de la Géométrie , eft fi fiin- duc. u. 
pie & fi diftin&e , qu’il nous paroît inutile de chercher 
à l’éclaircir par des définitions. Laiffant donc à part tout j*, li*. 
ce que la ÎYIétaphyfique pourroit nous apprendre à cet 
égard , ne nous occupant pas même de chercher fi l’éten- «»c. 
due exifte ou fi elle n’exifte pas , il nousfuffit de favoir 
que telle que nous la concevons , elle fe préfente à notre 
efprit comme une quantité continue & fufceptible de 
prendre une figure ou de clorre un efpace. D’après cette 
notion , nous pouvons comparer enfemble les diverfes 
parties de l’étendue , & quant à leur fituation , & quant 
à leur grandeur mutuelle. De ces comparaifons notre 
efprit déduit enfuite une multitude de rapports , que 
nous appelions des propriétés de l’étendue , 8c qui for- 
ment toutes les vérités que la Géométrie enfeigne. Quel- 
quefois le calcul fuffit pour trouver ces vérités , & cela 
arrive lorfqu’ayant exprimé certaines portions d’étendue 
par des nombres , on conclut , pour ces quantités , les 
mêmes rapports que le calcul a fait découvrir entre les 
nombres qui les repréfentent. Mais quoique cette ma- 
nière de démontrer les vérités géométriques foit auffi sûre 
& fouvent plus abrégée que la méthode fynthétique 
des anciens, nous en avons ufé auffi rarement qu’il, 
nous a été poffible ; perfuadés que la marche de la Synthèfe 
e ft plus propre à éclairer l’efprit & à former le radonr.e- 
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ment , qu’une Analyfe oblcure , qui , faifant , pour ainfi 
dire , raifonner mécaniquement , arrive au but fans s’cn 
appercevoir , & fans éclairer la route qui y mène. 

. ' XXXIII. 

on a I L y a deux méthodes dont nous avons ufé plus 

fouveac J 

employé fréquemment qu’on ne le fait aujourd’hui dans les Elémens 
fSon** i de Géométrie : l’une eft la Réduction à l'abfurde , & l’au- 
&* Ufaî tre Superposition. La méthode de raifonner par ré- 
perpofi- duélion à l’abfurde , confifte à faire voir qu’une chofe 

lion. 1 

eft d’une certaine manière , en prouvant l’impoflîbilité 
qu’il y a qu’elle foit autrement. Malgré le reproche que 
certains modernes ont fait à cette méthode de ne pas 
éclairer l’efprit en lui montrant la vérité , nous l’avons 
fouvent employée , même dans des cas où il étoit aifé de 
trouver une démonftration direéte , parce qu’elle formoit 
une preuve plus fimple & plus abrégée. C’eft ainfi 
qu’en ont ufé les anciens , dont l’exa&itude & la rigueur 
de raifonneoient n’a été conteftée par perfonne. D’ail- 
leurs , comme on ne fauroit employer d’autre méthode 
pour prouver que des quantités incommeftlurables font 
entr’elles dans un rapport déterminé , & que ce cas fe 
'préfente fouvent en Géométrie , les commençans ne fau. 
roient s’accoutumer de trop bonne heure à cette ma- 
nière de raifonner. 

XXXIV. 

màaphy. Quant à la Superpofition , il nous a paru que de 
hmit« CS tous ^ es mo y ens de prouver que deux portions d’étendue 
Modue * ^> a ^- s > il n’y en a pas de plus fimple que celui 
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qu’offre cette méthode , qui confifte à faire voir que cha- 
cune de ces étendues placées fur l’autre , la couvre par- 
faitement f ou plutôt la pénètre dans toutes fes parties. 
Mais comme pour prouver cette mutuelle pénétration , 
il faut établir la Congruence de toutes les limites qui 
terminent ces portions d’étendue , il eft néceflaire de 
prendre ici une idée exaéte de ces Limites. Pour cela , il 
faut imaginer que deux portions d’étendue de la même 
efpèce , par exemple , deux lignes , deux furfaces , &c. 
fe rapprochent allez pour former par leur juxta-pofition 
un tout continu , fans qu’aucune partie de l’une fe con- 
fonde avec l’autre : telles feroient , par exemple , deux 
lignes droites qui ne fe toucheroient que par une de 
leurs extrémités , ou deux furfaces triangulaires qui 
n’auroient rien de commun excepté leurs bafes. Cela 
pofé , que doit-on entendre en Géométrie par les limites 
d’une étendue déterminée quelconque ? C’eft ce que cette 
étendue peut^voir de commun avec une autre de la 
même efpèce qu'elle, fans ceffer d’être tout-à-fait exté- 
rieure à celle-ci. Par là on voit qu’une ligne ne pou- 
vant avoir que fon extrémité commune avec une autre , 
en lui reliant extérieure , cette extrémité ou ce point 
en eft la limite : par la même raifon , une furface eft limi- 
tée par une ligne , & un folide l’eft par une furface. 
On voit auffi que le point n’a pas de limites , ou fi l’on 
veut encore , qu’il fe limite lui-même en tout fens , puif. 
qu’il ne peut toucher un autre point , fans fe confondre 
avec lui. Il en eft de même d’une ligne confidérée quant 
à fa largeur , & d’une furface par rapport à fon épailTeuf. 


fa 
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XXXV. 

C E n’eft pas fans raifon que les Géomètres cherchent 
encore une définition exaéte de la ligne droite. Celle 
| d’Archimède que nous avons adoptée N 9 . 6 , fuppofe que 
la propriété d’être le plus court efpace entre deux points , 
eft une notion primitive de cette ligne , tandis que 
fi l’on en .avoit une autre définition , cette propriété ie 
préfenteroit peut-être comme une conféquence de la 
vraie définition. Mais ce foupçon d’inexaélitude eft peu 
de chofc en comparaifon des défauts réels qui fe trou- 
vent dans les autres définitions qu’on a données de cette 
ligne. Les uns ont dit que c’étoit celle qui a tous fes 
points dans la même direction , ce qui dans le fond 
fignifie qu’elle a tous fes points en ligne droite , ou bien 
qu’elle eft une ligne droite : les autres ont dit que c’eft 
la trace d’un point qui fe meut toujours dans la même 
direétion ; mais outre le défaut de la définition précé- 
dente , celle-ci introduit le mouvement dans les premières 
notions d’une fcience qui ne doit s’occuper que de l’éten- 
due. Certains ont encore défini la ligne droite en difant 
que c’eft c’elle dont une extrémité peut jeter fon om- 
bre fur la ligne entière ; mais qui ne voit que la pro- 
priété de former une ombre , appartient feulement à une 
étendue matérielle , & non point à des êtres géomé- 
triques , qui n’exiftent que dans notre entendement ? 
D’ailleurs n’eft-ce pas la reélitude de l’ombre qu’il fau- 
droit déduire de la notion de la ligne droite , plutôt 
eue celle-ci de la première? Enfin Wolf définit la ligne 
droite, telle dont une partie quelconque eft femblable au 
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tout. Mais quelqu’exaéle que foit cette définition d’après 
les principes Ontologiques de l’Auteur , il fuffit qu’elle 
fuppofe la notion plus métaphyfique encore de la fimi- 
litude , pour paroître plus obfcure que la chofe qu’on 
veut définir , tk pour ne pouvoir ctre employée dès l’en- 
trée de la Géométrie. 

XXXVI. 

Nous en tenant donc à la définition qu’Archimède / E'»- 

1 cion dn 

a donnée de k la ligne droite , cherchons ici ce qu’ii Hgncscp. 
faut entendre par lignes oppofées..Pour y parvenir , nous p u 5 
devons obferver , i°. que la fomme ou la différence de 
deux lignes droites , ne peut être qu’une ligne droite , 
d’après l’idée qu’on doit fe former ( $. IV. ) de l’addi- 
tion & de la fouftraélion : 2°. qu’une ligne , ainfi que 
toute quantité continue peut être fuppofée parvenue 
de zéro à une valeur déterminée qu’elle a toujours , 
par des accroiffemens fucceffifs , qui ont commencé à une 
de fes extrémités , & qui ont fini à l’autre ( l’extrèmi- 
té où commencent ces accroiffemens fera appellée Y ori- 
gine de la ligne, & celle où ils finiffent en fera le terme) f 
aiofi dans o t , l’extrémité o fera' l’origine , & t fera le 
terme : 

o t 

N 

O T M 

3°. pour avoir la fomme de deux lignes O T , o t , 
il faut pofer l’origine o de la fécondé fur le terme 
T de la première, & ayant placé le point t dans la di- 
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reftion de O T, afin que des deux lignes réunies il es 
réfulte une ligne droite , la Comme s’étendra depuis 
l’origine O de la première ligne jufqu’au terme t de la 
fécondé. Or , ce point t peut fe placer dans la dire&ion 
de O T de deux manières différentes, ou bien en tom- 
bant au-delà de T , par exemple , en M , ou bien entre 
T & O , par ex. en N. Dans le premier cas , la fomme 
fera OM=OT+of,& dans le fécond elle fera O N = 
O T — o t ; ou bien dans ce fécond cas , l’addition de ces 
deux lignes fe changera en fouftradlion. La leule diffé- 
rence qu’il y ait donc entre ces deux cas , c’efl que dans 
îe premier les termes de chaque ligne , favoir , T & t, 
font fitués dans le même fens par rapport à leurs origines 
O & o , c’eft-à-dire , à la droite de ces origines : & dans 
le fécond , les termes font fitués en fens contraire relati- 
vement à leur origine , favoir , l’un à la droite , l’autre 
à la gauche de fon origine. Si cés deux lignes font 
repréfentéespar les deux nombres a & b , il faudra donc , 
pour exprimer leur fomme , écrire dans le premier cas 
fl + i, & dans le fécond , a — b\ fans quoi la formule 
arithmétique n’exprimeroit pas jufte dans ce fécond cas 
la condition fuppofée que ces deux lignes ont leurs ter- 
mes fitués en fens contraire par rapport à leurs origines. 
Ainfi deux lignes droites, dans lefquelles on fuppofera 
cette condition , feront dites avec raifon oppojees , parce 
que leur addition fe changera en fouftra&ion , ce qui 
eft l’efïence de l’oppofition entre les quantités. Pareil- 
lement deux nombres oppofés ne pourront être repré- 
fentés par deux lignes droites , qu’autant qu’on fuppo- 
fera dans ces lignes que le terme de chacune eft. fitué 
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en fens contraire par rapport à fon origine. Voilà pourquoi 
» le calcul faifant trouver dans une courbe , par exemple , 
dans le cercle , dci ordonnées pofitives & négatives , 
on les exprime géqmétriquement par des perpendicu- 
laires élevées en fens contraires furie même diamètre, * 
parce que ces perpendiculaires font cenfées avoir leur 
origine dans le diamètre , & par conléquent leurs termes 
en fens contraire de leurs origines. 

XXXVII. 

Nous avons défini les lignes parallèles en difant que obOrJ 
ce font des lignes qui , pofées fur le même plan , ne fe fut'°Us 
rencontrent jamais à quelque diftance qu’on les prolonge, 

Mais cette définition ne feroit pa? exaéte , fi l’on n’avoit 
' prouvé auparavant la poffibilité d’une pareille fituation. 

C’eft pourquoi nous avons d’abord cherché toutes les 
manières dont une droite peut-être ficuée par rapport à 
une autre fur le même plan -, & nous avons fait voir 
qu’il y en a une , d’après laquelle ces droites ne fe ren- 
contrent ni ne peuvent fe rencontrer. Avec ce prélimi- 
naire , la définition nous a paru plus exadle que fi nous 
çuflions dit, comme la plupart des Auteurs Élémentaires ,* 
que deux droites font parallèles , lorfque leurs points 
correfpondans font à égale diftance ; car ces points cor- 
refpondans ne pouvant être autre ch’ofe que les extré- 
mités des perpendiculaires , tirées entre ces parallèles , 
leur définition revient à dire , que deux lignes font pa- 
rallèles , lorfque les perpendiculaires menées entr’elles 
font toutes égales. Or , cette propriété pouvant & de- 
vant fe prouver , il n’eft pas permis de l’avancer fans, 
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preuve dans une définition , comme fi c’étoit une no- 
tion primitive de la chofe. Il y auroit bien des remar- f 
ques à faire fur la manière ordinair^de prouver l’égalité 
des angles alternes ou correfpondans., formés par une 
• fécante & par des parallèles. Mais nous nous bornons à 
dire qu’ici, comme dans prefquetous les cas , la marche 
d’Euclide nous a paru la plus fûre. A la vérité on lui 
a reproché d’avoir dohné , comme un axiôme , une pro- 
pofition qui femble avoir befoin de preuve , & que 
Clavius a cru devoir démontrer ; auffi nous l’avons 
fimplifiée , comme on peut le voir en comparant le trei- 
zième axiôme du premier livre d’Euclide , avec le N°. 37 
de nos Elémens de Géométrie. 

XXXVIII. 

civer- L’ordre des matières nous mène à parler ici delà 
niircTdc définition de l’angle re&iligne , que M. d’Alembert ap- 
définir p e lle avec raifon , le AandaLe de la Géométrie. On fait 

l'angle r 

rcaiii- en effet que malgré les diverfes tournures qu’on a prifes 
pour le définir , les Géomètres en cherchent encore une 
définition exaéle. Les uns ont cru qu’il falloit faire en- 
trer dans cette définition l’idée d’un efpace indéfini , ren- 
fermé entre les côtés de l’angle ; d’autres ont voulu bor- 
ner cet efpace par l’arc décrit du fommet comme centre. 
Mais il paroît que la notion de l’angle, ne préfentant à 
l’efprit que la pofition de deux lignes qui fe rencon- 
trent fans fe confondre ; toute idée de furface eft abfo- 
lument étrangère à l’angle. D’ailleurs fi l’on borne cette 
furface par un arc , c’eft alors un feéleur de cercle , & 
non point un angle ; & fi on ne la borne pas , cet ef- 
pace croilTant à proportion que les côtés font prolongés, 
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il faudra dire auili que l’angle croît alors , ce qui eft 
démontré ablûrde. D’autres ont dit que l’angle reéliligne 
ctoit le tour que fait une droite en s’écartant d’une au- 
tre , avec laquelle elle a un point commun. Cette dé- 
finition a été fans doute imaginée pour prouver que 
l’arc de cercle cil la mefure de l’angle ; mais outre qu’une 
pareille idée explique mal dans quel fens l’arc mefure 
l’angle ; cette définition a le défaut d’employer l’idée 
du mouvement , toujours étrangère à la Géométrie , 
& de préfenter par ce tour une notion ^gue, qui peut 
défigner 8c l’elpace parcouru par la ligiw qui tourne 
& le mouvement qui la fait tourner. D’ailleurs ce tour 
n’eft pas la notion primitive de l’angle ; il n’efi qu’une 
des manières dont on peut concevoir fa formation ; 8c 
l’idée de deux lignes immobiles qui fe touchent fans 
fe confondre , la repréfente auflî exactement. D’autres 
enfin ont dit que l’angle reéliligne eft V ouverture , l’é- 
cart de deux lignes droites ; mais outre que cette ouver- 
ture , cet écart ne préfentent encore que des idées très- 
vagues , on en pourroit déduire que le prolongement des 
côtés faifant croître l’ouverture ou l'écart des lignes , 
il fait croître auffi d’angle qu’elles forment. 

Il nous paroît que la difficulté de bien définir l’angle 
reétiligne ( & j’en dis autant de la ligne droite ) vient 
de ce qu’il manque un terme pour exprimer quelque 
notion effentielle à l’angle. C’eft pourquoi nous avons 
d’abord cherché à fixer l’idée qu’on doit attacher au rnot 
d ’inclinaifon , qu’on confond fouvent , & mal à propos 
avec celui d'obliquité. Il nous a paru qu’une courte ex- 
plication de ce mot rendoit la définition d’Euclide pré- 
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férable à touces les autres , & c’eft pour cela que nous! 
l’avons adoptée N°. 23 de nos Élémens de Géométrie* 


* XXXIX. 


L A manière de mefurer un angle demanjloit encore 
quelques nouveaux éclaircilfemens ; car dire , fans autre 
explication , qu’il eft mefuré par un arc de cercle décrit du 
fommet comme centre, c’eft renverfer la notion des mefu- 
res , d’après laquelle nous avons fait voir ( §. XVI. )qu’une 
quantité qui en mefure une autre doit être de même 
la^juantité mefurée. Il a donc fallu remon- 
ter plus haut , en faifant voir qu’à proprement parler un 
angle n’eft mefuré que par un autre angle plus petit que 
lui , que celui-ci le fera par un autre plus petit encore : 
de même que dans les longueurs une ligne eft mefurée 
par la toife , la toife par le pied , le pied par le pouce. 
Mais comme ( ainfi que nous l’avons prouvé par la fu- 
perpolition ) le rapport de l’angle mefuré à celui qui fert 
de mefure , eft le même que le rapport qui fe trouve en- 
tre l’arc intercepté par les côtés du premier , & décrit 
de fon fommet , comme centre , & l’arc d’un égal rayon 
décrit du fommet du fécond , on peut dire que cet arc ] 
par fon rapport avec l’autre , exprime la valeur de l’an- 
gle , ou , ce qui eft le même , fon rapport avec vlui qui 
fert d’unité. Cet arc n’eft donc à la rigueur que V expo- 
sant de la grandeur de l’angle , & non point fa mefure , 
ainfi que le Logarithme d’un nombre eft l’expofant de 
la valeur de la raifon qu’il y a entre ce nombre & 
l’unité , & non point la mefure de cette raifon. Il 
nous, paroît qu’en comparant ce que nous venons de 
dire ici fur les arcs de cercle employés comme mefure 
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des angles , avec ce que nous avons dit ailleurs des 
Logarithmes, l’analogie entre ces arcs & les Logarithmes 
^e préfente allez clairement pour n’en devoir pas donner 
de nouvelles preuves. 

X L. 

Toutes les fois qu’il s’agit de faire voir que deux 
lurfaces ou deux folides font dans le rapport de deux din»ire • 
autres quantités , la plupart des Auteurs modernes fe fi^‘ rie a 
bornent à établir cette analogie pour le cas fimple & prLpor^* 
facile où l’on fuppofe ces quantités commenfurables en- tionnci- 
tr’elles. Mais il faudroic que la preuve , pour être com- nicrc de 
plette , s’étendît également aux cas où ces quantités fe> 
roient fuppofées incommenfurables ; & on ne peut y 
parvenir d’une manière direéte , qu’en adoptant la dé- 
finition qu’Euclide a donnée de la proportion au com- 
mencement de Ion cinquième livre , ce qui entraîneroit 
des difficultés, fl a donc fallu que tous les Auteurs , qui 
fans ce fecours ont voulu prouver cette analogie dans 
le cas de nncommenfurabilité , euflent recours à la ré- 
duction à l’abfurde, ainfi que nous l’avons fait aux N®, ioi, 

206 , &c. C’efl: pour avoir négligé de prouver que deux 
triangles ou deux parallélogrammes de même hauteur 
font entr’eux comme leurs bafes ', foit commenfurables , 
loit incommenfurables , que la plupart des Auteurs mo- 
dernes ont laide introduire un paralogifme frappant dans 
la théorie des lignes proportionnelles. Pour établir cette 
théorie ils fuppofent d’abord que de deux lignes con- 
currentes A H , a h (jÇg. 44 ) , l’une , par exemple’*, A H , 
ayant été partagée en un certain nombre de parties éga- 
les , aux points D , E, F, G, Ton mène par ces points des 
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lignes parallèles à H h , lefquelles partageront A h en 
un même nombre de parties égales entr’elles ; & de là 
ils concluent avec raifon que l’on a AF :FH I! A/: 

, f h. Mais étendant enfuite cette conféquence trop loin , 
ils concluent qu’en général fi deux lignes qui font un 
angle font coupées par des parallèles , elles le font en 
parties proportionnelles. Or , cette conclufion s’étend 
plus loin que le principe; car n’ayant parlé jufqueslà 
que du cas où les fegmens A F , F H , font commen- 
furables entr’eux , ou bien divifibles en parties égales , 
A D , D E , EF, &c. on ne peut rien conclure de là. 
pour un fiombre infini de cas où l’on fuppoferoit ces 
feganens AF, 'FH, incommenfurables entr’eux. Pour 
éviter cet inconvénient , fans recourir à la divifion de 
ces lignes en parties infiniment petites , ce qui en feroit 
un aufli grand encore , il nous a fallu établir plutôt que 
les triangles de même hauteur font entr’eux comme leurs 
bafes , foit commenfurables , foit incommenfurables. Delà 
on a pu conclure évidemment que fi deux lignes font 
coupées par des parallèles , les fegmens correfpondans 
Jont toujours proportionnels entr’eux, 

X L I. 

oM«. O N définit ordinairement les figures femblables ( & 
fjrïcifi- Euclide les a définies de même ) en difant qu’elles ont un 
fcmsia- rn ^ me nombre d’angles , les angles refpeélivement égaux , 
t ;ts - & les côtés autour de ces angles proportionnels. Cette dé- 
finition nous a paru renfermer une propriété qu’on ne 
peut accorder fans preuve , & qui fuppofe une notion 
primitive de la fimilitude entre deux portions d’étendue 


‘ Digitized by Googl 


+ - 


Préliminaire. li[ j 

«quelconques. Nous avons cru la trouver en difant que la 
fimilitude de deux étendues en général confifte en ce 
qu'elles ne différent l'une de l’autre que par leur grandeur 
feulement. De cette manière d’envifager la fimilitude , on 
en déduit la propriété qu’on prend ordinairement pour 
la définition, des figures femblables & plufieurs autres 
conféquences importantes. Leibnitz a donné le premier 
une exadte notion de la fimilitude en difant : fimilia funt 
quce non poffunt diflingui nijl per comprcefentiam ; 6c 
nous n’avons pris une tournure differente en appliquant 
cette notion aux figures géométriques , que pour évi- , 
ter les éclaÿrciflemens métaphyfiques que demande le mot 
Comprxfentia , dans la définition de Leibnitz. 

X L I I. 

D«lns tout ce que nous avons dit fur la mefure Réfuta- 
& fur les rapports ta'nt des furfaces que des folides , nous i a mc- 
avons évité avec foin les principes tirés de la méthode 
des indivifibles , dont les Élérq^ns modernes font un con» bIe ’' 
tinuel ufage. Cette méthode a pour principe que la ligne 
eft compofée de points placés les uns à côté des au- 
tres j la furface de lignes parallèles qui fc touchent , 

& le folide de furfaces toutes femblables & égales , pofées 
les unes lur les autres ; & comme tous ces élémens font 
fuppofés indivifibles , la méthode fondée fur cette fup- 
pofition a été appellée la méthode des indivifibles. Ce 
n’eft pas fans raifon que de tels principes ont toujours 
été rejetés par des Géomètres du premier rang. Qui 
ne voit en effet qu’en admettant des points qui fe tou- 
chent fans fe confondre , des lignes droites , qui en s’ap- 
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pliquant les unes à côté des autres , forment une furface , 
des furfaces qui par leur entaffement font un folide ; on 
fuppofe que ces points ont une étendue en tout fens , 
que ces lignes ont une largeur , & ces furfaces une épaif- 
feiy. Il faut donc dire alors que ce ne font plus des 
points, des lignes , des furfaces j tels qu’on les a con- 
fédérés dans les premières notions de la Géométrie ; 
ou bien que la négation d’étendue , de largeur , de pro- 
fondeur, peut former un être étendu , large ou profond. 
D’ailleurs comment admettre en Géométrie une étendue 
indivilible, comme fi cette étendue n’étoit pas une quan- 
tité , ou bien que toute quantité ne fût pas divifible à 
l’infini ? Ainfi , ou les principes de cette méthode font 
faux , ou les exprdïïons en font fi éloignées du langage 
févere de la Géométrie qu’on ne fauroit l’admettre dans • 
les Élémens , quelque avantage qu’elle procure d'ai^Jeurs, 
•Afin d’en mieux fentir les inconveniens , fuppofons que 
d’après cette méthode on veuiMfe prouver que deux pa- 
rallélogrammes de même hauteur , l’un droit & l’autre 
oblique , font égaux en furface. Pour établir cette vé- 
rité, on dira que ces deux parallélogrammes font compo- 
fés d’un même nombre d’élémens ou de lignes parallèles 
à la bafe : que d’ailleurs toutes ces lignes font égales à 
la bafe commune , & par conféquent égales efltr 'elles ; & 
qu’ainfi les parallélogrammes font égaux. Mais qui ne 
voit qu’il y a un vice elfentiel dans ce raifonnement ? car 
ou bien tes élémens font fans- largeur , & alors ce font 
des lignes droites , qui , pofées les unes à côté des autres , 
doivent fe confondre en une feule, quelque grand nombre 
qu’on en fuppofe (XXXLV) : ou bien ils ont une largeur,, 
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8c alors ce font de petites furfaces. Dans ce cas ; il reliera à* 
prouver que chaque petite furface du parallélograme droit 
efl égale à la petite furface du parallélograme oblique. 
Or, comme ces furfaces , quelque petites qu’on les fup- 
pofe , forment elles-mêmes des parallélogrames , l’un 
droit & l’autre oblique, il reliera à faire ^roir ce qui 
étoit en quellion ; c’ell-à-dire , que le parallélograme 
droit vaut le parallélograme obliqu# de même bafe& 
de' même hauteur. Sous quelque dénomination que fe 
préfentent ces indivifibles dans la doétrine des folides , 
où ils font appelles tantôt furfaces , tantôt tranches infi- 
niment minces , ils entraînent la même pétition de prin- 
cipe. Ainlî , quoique facile & expéditive dans*plufieurs 
cas , cette méthode doit être rejetée des Elémens deGéo- 
► métrie , où la rigueur doit l’emporter fur toute autre 
confidération : fi malgré fes expreffions dures & anti-Géo- 
métriques , on en vouloit faire ulage , on ne le pour- 
roit qu’en confondant les indivifibles avec les infiniment 
petits de Leibnitz , & après avoir prouvé que la métho- 
de acs infinis efl une fuite de celle d’exhaullion. Pour 
cela il faudroit adopter un autre langage , & donner aux 
démonflrations une tournure différente de celle qu’on 
emploie dans la doctrine des indivifibles. Il faudroit 
encore faire précéder quelques principes fur les limites 
en général, que les commençans entendroient difficile- 
ment 'avant d’être parvenus à ces propofitions de Géo- 
métrie , où il faut opter entre la méthode des indivifibles 
& celle d’Euclide. C’efl pourquoi il n’y a pas à balan- 
cer dans le choix de ces deux méthodes. A la vérité , 
d’après Euclide, les démonflrations deviennent un*f>eu 
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plus difficiles ; mais on ne peut rien conclure de là , fi ce 
n’eft qu’il faut tâcher d'applanir ces difficultés ? Le 
public jugera à quel point nous y avons réuffi dans la 
doétrine desfolides, qui eft la plus difficile des Élémensj 
& dans laquelle nous avons tâché de réunir la fevérité 
de la Géométrie ancienne avec la clarté & la facilité 
de la moderne. 

. ai • 

X L 1 1 1. 

I L nous refte à parler ici du calcul ihfinitéfimal , 
KT. dont nous n’avons donné que les premières notions , 
ma? 1,efir P arce qu’elles rempliffent fuffifamment l’objet que nous 
nous fommes propofé dans cet ouvrage. Le chapitre qui 
. fert d’introduélion à ce nouveau calcul , traite d’un fujet 
intéreffant & qui n’avoitpas encore paru dans les Élémens 
de Mathématiques. On s’y propole de donner une no- 
tion exaéte de l’infini , & de faire voir que les règles de 
Leibnitz fur le calcul infinitéllmal ont pour fondement 
le même principe fur lequel Newton a établi fo^ cal- 
cul des fluxions ; c’eft-à-dire , la méthode des premières 
& dernières raiforts , qui n’eft elle- même qu’une applica- 
tion de la méthode d’exhauftion ou des limites, confignée 
dans le ioe. Livre d’Euclide. M. d’Alembert eftle premier 
, qui ait voulu ramener à cette idée des anciens les notions 
de l’infini & les règles du calcul différentiel. Il a donné 
la définition exaéle de ce calcul , & il a fait voir , non- 
feulement qu’on peut , mais qu’on, doit négliger les pré- 
tendues quantités qu’on y néglige d’après les règles de 
* Leibnitz. Mais quoique pénétrés de vénération pour ce 
grand Géomètre , il nous a paru qu’il reftoit encore 
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bien des chofes à dire & fur-tout à prouver dans cette 
importante queftion. Voilà pourquoi fans doute dans les 
ouvrages qui ont paru depuis que M. d’Alembert s’eft 
expliqué fur cette matière , on a toujours 'fuivi la mar- 
che ordinaire , fans chercher à s’étayer de la Géométrie 
des anciens. J’en excepte M. Coufin , qui , à la vérité, a 
adopté quant au fonds les idées de M. d’Alembert , mais 
qui cherchant à éviter la difficulté plutôt qu’à la réfoudre , 
écarte toute notion d’infini , & laiffe fubfifler la même 
incertitude qu’on avoit déjà fur les principes de Leibnitz. 
Mon but eft au contraire de faire voir qu’on peut les em- 
ployer avec confiance en adoptant la notion de l’infini & 
de divers genres d’infinis , tels que Leibnitz les donne ; 
& qu’il fuffit pour cela de remonter à quelques propriétés 
des limites qui expliquent dans quel fens il faut entendre 
les expreffions où l’on fait ufage de l’infini. Pour y 
réuffir relativement au calcul différentiel , il reftoit d’abord 
à déterminer deux chofes : la première , fi les différen- 
ces de deux abfcifïes & de leurs ordonnées s’évanouiffant , 
le rapport entre ces mêmes différences s’évanouit ou non : 
la fécondé , fuppofé que le rapport de ces différences ne 
s’évanouiffe pas avec elles , quelle en fera la limite , ou 
bien quelle fera la dernière raifon entre ces différences ? 
car dire que cette raifon doit être exprimée alors parcelle 
de o à o , & que o : o peut égaler une raifon quelconque , 
ainfi qu’on l’a dit à l’article différentiel du Dictionnaire 
Encyclopédique , c’efl avancer une chofe tout-à-fait inin- 
telligible, ou même abfurde , puifqueo ne peut jamais être 
pris pour terme de quelque raifon. Afin d’éviter une 
auffi étrange conféquence, nous avons prouvé que dans ce 
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cas la dernière raifon entre les quantités qui s’évanouifi. 
ient, doit être prife dans une fuite parallèle de raifons 
dont les termes ne s’évanouiflent pas. Par là on parvient 
à l’exacte notion des infiniment petits , qui font ici les 
dernières valeurs des différences finies des co-ordonnées , 
lefquelles différences font zéro , mais qu’on fuppofe être 
de vraies quantités pour pouvoir fe reprèfenter par ce 
moyen une dernière raifon dans la fuite même de ces * 
différences décroiffantes julqu’à zéro. Je dis, peur pou- 
voir fe reprèfenter la dernière raifon dans la fuite même 
des différences décroiffantes , car ce n’eft pas là qu’elle 
exifte réellement , puifque ces différences font fuppofées 
parvenues à zéro ; mais elle exifte entre les termes ft>r- 
refpondants de la fuite parallèle. Voilà pourquoi les 
d x & les dy telles que le calcul différentiel les envifage , 
ne font que des quantités feintes & par conféquent in- 
comparables avec une quantité proprement dite. On voit 
bien que fi nous les difons incomparables avec une quan-* 
tité , ce n’eft pas , comme l’ont imaginé certains , qu’elles 
foient immenfement plus petites qu’elle , tel que leroit par 
exemple un grain de fable par rapport à une montagne , 
mais parce qu’on renverferoit les fuppofitions déjà faites, 
fi l’on établiffoit un rapport entre ces quantités feintes & 
une quantité réelle quelconque. Par là on explique dans 
quel fens il faut prendre toutes les expreffions oh entre 
l’infini ; ce ne font jamais que des limites ou d’une fuite 
de quantités abfolues ou d’une fuite de raifons. Dans nos 
Elémens de Géométrie nous n’avons jamais dit que le cer " 
cle fût un poligone régulier d’une infinité de côtés , parce 
que , d’après fa définition s cette figure eft terminée par 
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une ligne courbe & qu’un poligone l’eft toujours par 
des lignes droites , qui ne fauroient fe confondre avec 
une courbe , quelque petites qu’on les fuppofe ; nous 
avons dit feulement que le cercle pouvoit être confi- 
4éré comme un polygone d’une infinité de côtés. Cette 
exprellion fignifie que les cercles étant les limites des 
polygones infcrits ou circonfcrits , ils lont entr’eux dans 
le meme rapport que ces polygones; & c’eft dans ce 
fens feulement qu’on peut attribuer aux figures courbes 
en général les rapports ou les propriétés qui convien- 
nent à ces polygones. 

On a demandé comment on pouvoit avoir J_=otan- 

00 

dis que ce quotient o multiplié par oo ne peut jamais 
donner i : comment on peut admettre que— =0, que 

b ^ r .t 

— =» o , fans admettre que a — b. Certains ont dit qu’il 

falloit admettre dans ces expreffions des zéro différens , 
ce qui eft abfolument inconcevable ou plutôt ‘abfurde. 
Mais , d’après nos principes } la réponfe à ces queftiom eft 

tifée : — n’indique point une divifion proprement dite , 

puilque l’infini n’efl ni ne peut être fuppofé un nombre. 
Cette exprellion défigne feulement la limite d’une fuite 
de fraélions dans lefquelles le numérateur eft toujours 
i , & le dénominateur croît fans fin; & par l’équation 

I , * f ’ ' ; . . • * 

— o=0 , pn veut faire entendre que cette limite eft o ,, 

« % 

comme elle l’eft en effet. De même ^ exprime la Enite 

h 2 
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d’une fuite de fractions qui ont pour numérateur cont- 
tant le nombre a y 8e pour dénominateur un nombre tou- 
jours croiffant : or , la limite d’une telle fuite de fraftions 
eft encore o comme dans le cas précédent , fans que de 
là on puiffe conclure ou que le nombre a vaut i , ou qu’il 
faut admettre des zéro différens dans ces différentes 

expreffions o , o. En un mot , ces expreffions 

indiquent la même limite , favoir zéro , pour deux fui- 
tes différentes de quantités qui décroiffent. Or, ainlï 
qu’on le voit dans les divers polygones infcrits ou circonf- 
crits qui tous aboutiffent au cercle , ni la même limite 
ne fuppofe les mêmes fuites de quantités croiffantes ou 
décroiffantes , ni la diverfité de ces fuites n’amène né- 
ceffairement une diverfité de limites. 

Avant de finir ces oblervations , il nous relie à dire un 
mot fur les fommes des fuites qui décroiffent à l’infini, 
telles par exemple que les progrelfions géométriques dont 
nous avons parlé au n°. 2y8 de l’Algèbre. Dans ces fuites 
& dans fous les autres cas où. il s’agit de l’infini , ce n’efl: 
jamais la fomme réelle d’une progreflïon que l’on prétend 
affigner, puifqu’il faudroit pour cela parvenir à un dernier 
terme, ce qui renverleroitla fuppofition du progrès à l’infi* 
nijmais feulement la limite de cette fomme^au bien le nom- 
bre dont elle peut approcher autant que l’on voudra , fans 
jamais l’égaler. Ainfi quand nous avons dit que la fom- 
me de cette progreffion toujours décroiflante — ^ 

— .... &c. eft “ » il faut entendre feulement que — eft 
looo 9 9 
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la limite de cette fom me De même , dans nos Élémens 
de Géométrie n°. 242 , nous avons prouvé que la pyra- 
mide triangulaire eft le tiers du prifme de même bafe & 
de même hauteur , en décomposant cette pyramide & 
coûtes les autres qui viennent de celle-là en prilmes 
triangulaires , & fanant voir que la Somme de ces piifmes 
vaut le tiers de celui quiauroit même bafe & même hau- 
teur que la pyramide donnée. Cependant il eft clair 
que quelque grand que foit le nombre des prifmes» 
qu’on tirera de la première pyramide , ils n’égaleront 
jamais cette pyramiJe , & que même le nombre des pe- 
tites pyramides qu’on négligera dans ce calcul , & qui 
feront l’excès de la pyramide primitive fur la Somme 
des prifmes , fera d’autant plus grand qu’on fera plus 
de décompofitions des pyramides en prifmes. Ainfi on fe • 
tromperoit , fi en prenant la fomme réelle de ces prif- 
mes , on croyoit avoir la première pyramide qui les a 
tous produits. Ce n’eft donc pas cette fomme qu’on 
doit chercher , mais feulement fa limite. Or , comme 
la limite de la fomme des prifmes qu’on a formés eft 
évidemment la première pyramide , puifque cette fom- 
me ne peut jâmais égaler cette pyramide, & qu’elle 
peut cependant en approcher de plis près que d’une 
quantité donnée quelconque , il fuit de ce que nous ^ 
avons démontré dans le chapitre qui fert d’intro- 
duélion au calcul infinitéfimal , que l’expreflion de 
la limite de la fomme des prifmes eft auffi l’expref- 
fion de la première pyramide ; & qu’ainfi puifque 

-b h exprime la limite de cette fomme des prifmes , 
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le même nombre exprimera la valeur de la première 
pyramide , qui par conféquent fera le tiers du prifme 
de même bafe & de même hauteur exprimé par b h . 

Il nous refteroit encore bien des chofes à dire fur l’in- 
fini &.fur la manière dont il faut entendre plufieurs au- 
tres expreffions où l’on en fait ufage , foit dans les Mathé- 
matiques pures , foit dans les Mathématiques mixtes ; 
mais outre que ces obfervations pourroient devenir trop 
longues , il nous paroît que ce que nous avons dit eft 
luffifant pour entendre ces diverfes expreffions , & pour 
faire voir , ainfi que nous nous l’étions propofé , que le 
calcul de l’infini n’eft qu’une extenfion dé l’ancienne mé* 
thode des limites , & que toutes les règles fur lefquelles 
il eft fondé , outre qu’elles font fimples & faciles à em- 
ployer , font auffi certaines que celles de l’Algèbre ou dq 
l’Arithmétique ordinaire. 

*. • • • r 
r N 
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*• *] JLi R l TH MET I QU E en général ejlh fcicnce des n*m •» 
krts. Elle le divife en deux parties, l’une Jpîculaiive, 
l’autre pratique. La première traite feulement des propriétés de$ 
nombres; la fécondé exppleles méthodes qu’il faut fuivre, pour 

faire fur eux toutc.s les opçrjU^us dent Ü5 £s>»it fufccptiblss» 
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i. On entend par opération en général , un changement quel- 
conque | qu’on fat i fubtr a des quantités* Or * tous les changemens 
poffibles fur les nombres fe font en compofant un nombre de 
plufieurs autres , ou bien en le décomposant en quelques autres. 

3. On eft convenu parmi nous d’adopter le fyftème d’Arith- 
métique des Arabes , qui employoient les dix caraétères ou 
chiffres fuivants , o , 1 > x , 3 > 4 , $ , 6 , j , 9 , dont nous 
luppolons que chacun connoît la valeur. Afin d’exprimer par 
ce moyen un nombre quelconque , on a arbitrairement établi 
deux chofes : i°. que la différente forme de ces caraûères dé- 
figneroit différens affemblages d’unités ( excepté o , qui figni- 
fie l’abfence de tout nombre ) : x°. que leurs différentes pla- 
ces fur la même ligne défigneroient différentes valeurs de ces 
unités. Ainfi 3 défigne trois unités , 6 en défigne fix , 7 en dé- 
figne fept , &c. mais fi j’écris ces trois caraétères de fuite , 
comme ici 367 , les unités du premier vers la droite font cenfées 
des unités fimples , celles du fécond des unités de dixaine , & 
celles du troifième des unités de centaine. 

Il faut donc diftinguer dans la numération 'une valeur ab- 
folue des caraétères qui dépend de leur forme , & qui déter- 
mine d’une façon invariable le nombre d’unités qu’ils expri- 
ment ; 8c une valeur locale , qui dépend du rang qu’ils occu- 
pent fur la même ligne , 8c qui fixe la valeur de ces unités. On 
eft convenu que cette valeur croïtroit en progrejjîan décuple , 
allant de droite à gauche. 

Connoiflant donc la valeur abfolue des caraétères , il ne 
faut pour énoncer ou pour écrire exaétement une expreflion 
numérique quelconque , que faire attention à leur valeur lo- 
cale , fuivant laquelle le premier vers la droite exprime des 
unités fimples , le fécond des unités de dixaine , le troifième 
des unités de centaine , le quatrième des unitçs de mille 
& ainfi des autres. 
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Exemple. 
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4. On peut conclure de ce fyftême de numération, qu'une unité 
d'un rang quelconque vaut jlus que tous les caraélères qui f eurent 
fe trouver à la droite de cette unité dans la même exfrejfton numéri- 
que. Ainfi une unité du rang des mille , vaut plus que toutes 
les centaines , les dixaines , & les unités fimplôs qui peuvent 
être après j car celles-ci ne peuvent valoir plus de 999 & l’au- 
tre vaut 1000. 

y. On appelle nombres abjlraits , ou nombres nombrants , ceux 
dont l’unité nedéfigne aucune chofe déterminée , comme 10 , 
20, 30, ou plutôt dix fois , vingt fois , srentefots. On appelle 
nombres concrets ou nombres nombres , ceux dont l’unité dé- 
ligne des quantités particulières , comme 10 toifes , zo livres, 
C heures. 

Quelle que foit l’unité , abftraite ou concrète , on peut la 
concevoir divifée en plufieurs parties égales , qu’on prendra 
pour des unités d’une efpèce intérieure. On peut donc avoir 
des expreflions numériques qui contiennent une , ou plufieurs 
de ces parties égales de l’unité j & ces expreflions font appellées 
nombres fraClionnaires , ou Amplement fratlions. Par oppofition 
à ces nombres on appelle entiers , ceux qui contiennent exac- 
tement l’unité , prife uo certain nombre de fois. Ainfi deux 

A 2 
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tiers , trois quarts de l'unité , Ç ce qui s’érrit ainfi ~ , ~ ) font 
des fraftions , 8c 3 , 4, 10, font des entiers. 


CHAPITRE II. 

De V Addition- 

«D EfinitioN. L'addition e(l une opération far laquelle de plu- 
JfUurt nombres donnés on r» ccmpofe unfeul , qui devient alors leur 
fomrne. 

Demande. On demande ici que chacun fâche prendre lar 
fomrne des nombres exprimés par un feul caractère , voici la 
tègle quil faut (uivrc pour ceux qui font exprimés par plu- 
sieurs» 

7. Règle» Écrives les nombres à ajositer les uns fous les autres , 

Ae façon que les unités répondent aux unités , les dixaines aux 
Aixaines , les certaines aux centaines , &c . , & fi aucune colonne 
ne monte à 10 , prenés feulement la fomrne de chacune , en allant de 
droite à gauche , & écrivés la en défaut. 

Exemple I. 

3212 

2 36* 

7857 

11 faut ajouter enfembb les trois nombres 2323 , 3212 , 
^.362. Je les aifpofe dabord comme on le voit dans l’exemple 
J» ? tirant enfuite une ligne par deffous , je prens les fommçs 
particulières des quatre colonnes j 8c comme aucune ne monte 
h t o , je les écris Simplement en deflbus 8c vis-à-vis chaque 
colonne , ce qui fait le nombre 7897. 

8. Mais il arrive le plus fouvent que la fomrne d’une colonne 
monte à 10 8c au deflus 5 de façon que la Comme des unités . < 
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fait des dixaines , celle des dixaines fait des centaines , Scc. ; 
alors ri écrivez fout chaque colonne que les unités de l’efpcce qui 
convient à cette colonne, & gardés les dixaines de cette efpcce pour 
la colonne fuivante. 

% 

Exemple II. 

f4*3 

8297 

3 


17309 

La fomme dés unités ( Ex. II. ) étant ici 19 , elle contient une 
dixaine &c 9 unités ; c’eft pourquoi j'écris 9 fous la colonne des 
unités, & je retiens une dixaine pour la colonne fuivante: 
la lemme des dixaines étant 20 , avec celle que j'y ai .rranf- 
portée de la colonne précédente , elles font jufte 2 centaines j 
c’eft pourquoi j'écris o fous la colonne des dixaines , & je 
retiens deux centaines pour la colonne fuivante. Il en eft de 
même pour les autres colonnes. 

Il eft évident que cette méthode remplit l'objet qu'on fe 
propofe dans cette opération. Car, un nombre entier ne pou- 
vant contenir que des unités , des dixaines , des centaines , Src.; 
on a évidemment pris la fomme deplufieursde ces nombres, 
quand on a pris celle de leurs unités, de leurs dixaines, de leurs 
centaines , 8cc. 

9. Remapques. I. Il arrive très-fouvent qu on ne veut qu’in- 
diquer l'addition de plufieurs nombres fans l’exécuter, & 
alors on les joint par ce caractère -+- , qui lignifie plus. Ainfi 
j-t-4-f-6-i-9 , indique que les nombres 3 , 4,6,9, doivent 
être ajoutés enfcmble. 

II. Il faut prendre quelquefois la fomme des nombres de 
différentes efpèces , & alors on ajoute enfemble es efpiccs fem- 
Llables (7 de leurs fommes particulières , on compcfc la fomme totale. 
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Élément 

Exemple III. 

3 6 1. il f. 8 d. 
160 1. 18 f. 9 d. 
f ! 124 1. 14 f. 4 d. 


322- 1. 5 f. 9 d. 


Ainfi dans cet exemple où l’on a à ajouter enfemblc des livres , 
des fols & des deniers , l’on prend dabord la fomme des de- 
niers qui étant zi , forme 1 f. & 9 deniers} on écrit 9 den. 
& ®n tranfporte le fol au rang des fols ; prenant enfuite la 
fomme des fols qui eft 4 y fols , on laiffe y fols dans le rang 
des fols , & on tranfporte les livres au rang des livres , dont 
la fomme cft 322. 


CHAPITRE III. 

De la Souflraclion. 

10. D Éfinition. La fcu/lrattion tjl une opération par laquel le 
an décompcfe un nombre donné en deux ou plusieurs autres , dont il 
tjl la fomme > 

On voit par cette définition , i°. Que pour remplir f objet 
qu’on fe propofe ici , on doit retrancher du nombre donné , 
un du plufieurs autres nombres, z*. Que les nombres retranchés 
ajoutés à ce qui reliera du nombre donné doivent rétablir ce- 
lui-ci. 3”. Enfin , que cette opération cil oppofée à celle d’addi- 
tion. 

11. De sis a n d e. On demande ici que chacun fâche faire la 
foullraélion fur les nombres exprimés par un feul caraélère. 
La règle fuivante contient la méthode qu’il faut fuivre pour 
les autres. 

iz. R Ê G L e I. Écrives le nombre qui doit être foujlrait fous ctlu 
dont vous voulez le fou/lraire , de. fapqn que les unités répondent aux. 
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ttnités , les dizaines aux dixaines , &c. El fi chaque caraélère infé- 
rieur vaut moins que le fupérieur qui lui répond , prenez finale- 
ment la différence des valeurs , en allant de droite à gauche & l'éc ri- 
vés en-deffous. 

Exemple I. 

Nombre propofé . . . 35*4^- 
Nombre foufirait... 1134. 

Différence... 1312. 

On me propofé (Ex. I. ) de fouftrairc 1234 de 3^4 6; je 
difpofe dabord les deux nombres , comme on le voit dans 
l'Exemple j & ayant tiré une ligne par-deffous , je prends la 
différence des valeurs des Caraélères correfpondans , en difant : 

4 de 6 , ( on fous-entend foufirait ) refie 253 de 4 , refte 1 j 
2 de y , refie 3 j 1 de 3 , rcfle 2 j & la différence totale eft 
2312. 

13. R Ê G l e II. Si le caraClire inférieur vaut plus que le fupérieur 
qui lui répond , augmentés la valeur de celui-ci de 10 ,& par comi 
penfation ajoutés une unité au caraClère inférieur qui viens après. 

r Exemple II. 


Nombre propofé ... 92331. 

Nombre foufirait . . . 8476. 

Différence . . . 83855. 

Ayant difpofé les deux nombres , comme on le voit ( Ex. II. ) 
je dis : 6 de 1 , cela ne fe peut j c’efl pourquoi j’augmente de 
ro la valeur du caraélère fupérieur, ce qui fait 11 , & je dis"; 
6 de 11, refie y , que j’écris en-deffous. Ajoutant par compen- 
fation 1 au caraélère inférieur fuivant , je dis : 8 de 3 , cela ne 
fe peut ; j’ajoute donc 10 à 3 , ce qui fait 13 j or, 8 de 13 , 
refie y. Continuant de même à ajouter 1 au caraélère inférieur , 
toutes les lois que j’ai ajouté 10 au fupérieur qui précédé , je 
dis : y de 13 , refie 8 j 9 de 12 , refie 3 j 1 de 9 , refte 8. 

On voit aiféraent qu'çn ajoutant 10 à la valeur du carac- 
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tère fupériçur , & i à celle de l’inférieur de la cojonne fui- 
vante , on augmente également le nombre fouftrait & le nom- 
bre propofé ( 3 ) , ce qui fait que leur différence ne change pas. 

La même régie doit s’obferver quand le nombre propofé 
contient d^kèro , comme dans l’exemple fuivant. 

Exemple III, 

Nombre propofé . . . 40900. 

Nombre foultrait . . . 24953. 

Différence 1 5947. 

Tout étant arrangé comme dans l’Exemple III. je dis: 3 
de o , cela ne le peut s ajoutant 10 à o , je dis : 3 de 10 , relie 
7 S j’ajoi'ite enfuite une unité au premier caraélcre qui fuie 
dans le nombre louflrait , ce qui fait 6. Or , fi de o , cela ne 
fe peut encore 5 j’ajoute donc 10 à o , & je dis alors : 6 de 
10, relie 4. Opérant toujours de même , je continue en difant : 
10 de 19, relie 9 5 5 de 10 , relie 5 3 3 de 4 , relie r 3 & la diffé- 
rence cherchée ell 1 5947. 

14. Si l’on a à foullraire des nombres de différentes efpèces j 
ojt les écrira de façon que les efpèces femblables fe correfpondent. 




ombre propofé . . . 
Nombre fouftrait . . . 


Exemple IV, 

110 1. 13 -f. 9 d. 
89 1. 15 f. ii d. 


Différence 20 1 . 17 f. 10 d, , . ' 

< , 

Après avoir écrit , comme on le voit dans cet Exemple , 
les deniers lous les deniers , les fols fous les fols , les livres fous* 
les livres , on procédera ainlî : 1 1 de 9 , cela ne fe peut 3 c'elt 
pourquoi - j’emprunte 1 f. delà colonne des fols, & l'ajoutant 
aux 9 d. du nombre propofé , je dis : 1 1 de 21 , relie 10. Paf-' 
tant aux fols , je dis : 15 de 12 , cela rie fe peut 5 prenant 
donc 1 1. dans la colonne des livres , & la changeant en fols 
pour l’ajouter aurefte , je dis ; 15 de 31 , refc 17. Opérai^ en£n 

lut 
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fur les livres cotftme ci-deflus , je trouve la différence indiquée 
dans l’exemple. 

On vérifie le réfultat de cette operation en ajoiltant la dif 
férence au nombre fouftrait , puifque cette fomme doit don- 
ner le nombre propofé ( io ). 

15. Si l‘on veut fouftraire plufieurs nombres , comme 2,3» 
7 , d’un nombre donné, p. Ex. if , on dira : 2 de 1 j , relie 1 3 î 
3 de 13 , relie 10 ; 7 de 10 , relie 3 ; ou bien on ajoutera en- 
lemble les nombres à fouftraire, dont la fomme eft ici 12 , ou 
les retranchera du nombre propolé rj , 8c la différence fera 
également 3. 

16. Remarques Importantes. I. Il arrive fou- 
vent dans l’Arithmétique qu’on doit indiquer une louflraélion 
fans la faire , alors on met ce caraélcre ( — ) qui défigne moins , 
devant le nombre qui doit être fouftrait. Ainfi 24 — 10, dé- 
figne que 10 doit être fouftrait de 24, & cela s’énonce ain- 
fi , 24 moins 10. Si d’un même nombre on en veut retrancher 
plufieurs autres , rien n’empêche de les écrire à la fuite de 
celui-là avec le ligne — . Ainfi on écrira 24 — 10 — 6 — 3 , 
ou bien 24 — 19 , & la différence eft y. 

1 1. un nombre peut repréfenter telle quantité qu’en l’ajou- 
tant à un autre , il le diminue , & en le retranchant il l'aug- 
mente (voy. Difc. Prel. n". vin.). Ainfi une dette ajoutée 
à un bien réel , diminue ce bien ; & réciproquement le bien 
ajouté à la dette la diminue : le contraire arrive fi l’on retran- 
che l’un de l’autre. H faut donc pour exprimer Arithmétique- 
ment la fomme d’un bien de 1000 liv. p. Ex. & d une dette 
de 100 1. écrire 1000 1. — 100 1. , & la fortune de celui qui pof- 
féde l’un & l’autre eft réduite à 900 1 . Si au contraire je vou. 
lois exprimer que de l’état d’un homme qui a 1000 1, de bien 
& 100 1. de dettes, on a retranché les dettes , je devrois ajoû- 
ter 100 1. à ce qui exprimoit l’état de la fortune avec les 
dettes en écrivant 1000 1 . — 100 1 . H- 100 1 . & par cette loiit- 
uaélion fon bien réel fetoit augmenté de iqq 1. 
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Rien n’empêche d’indiquer à la fois l’addition ou la fouf- 
traéfion de plufieurs nombres de cette efpc-ce. Ainfi je pour- 
rois écrire 1000 1. — ioo 1. — 3 6 1. 

17. Défi». Deux nombres (ont dits d'efpèces oppofées , 
ou Amplement oppofés , quand l’addition de l'un diminue 
l'autre , & que la fouftraétion l’augmente. Pour les diftin- 
guer entre eux , ceux d’une même efpèce font appellés pofi- 
tifs & précédés du ligne 4 - ; & ceux de l’efpcce oppofée font 
appellés négatifs , & précédés du ligne — . Il cft indifférent à la- 
quelle des deux efpèces on donnera le ligne -+- , ou le ligne 
*— , pourvu qu’on garde toujours la même dénomination pour 
les nombres d’une même efpèce.- 

18. C o H o l l. Pour ajouter tnfemble des nombres négatifs & 
poftifs , on les écrira dor.c a la fuite les uns des autres avec leurs 
figues ; mais pour les fouftraire on changera toujours les fignes des 
nombres fou/lraits. Ainfi pour ajouter — 100 à -f- 1000 , j’écri- 
rai 1000 — 100, & pour l’en fouftraire j’écrirai 10004- 100. (16). 

Souvent pour indiquer que des nombres doivent être ajou- 
tés ou fouftraits de quelquautre , on les renferme entre deux 
crochets, mettant en tête le figne-f-ou le ligne — . Ainfi ip 
• — (4-4 — 6 — 9 ) , m’indique que les nombres 4-4—6 — 9 
doivent être louftraits de ip. 


,**■ 


CHAPITRE IV, 

De la Multiplication. 

19. D É F. La Multiplication efl une opération par laquelle çn 
eompofe un nombre d’un autre pris un certain nombre de fois . 
Ainfi en multipliant 6 par 4 , on cherche un nombre ( c’eft ici 
24 ) qui fera compofé de 6 pris 4 fois. 

On appelle Multiplicande le nombre compofant( c’efl ici 6 ) : 
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Multiplicateur , le nombre qui défigne combien de fois il faut 
prendre le multiplicande (c’eft ici 4): & produit , le nombre 
compofé qui réfulte de l’opération ( c’eft ici 14 ). Le MuU 
tiplicande & le multiplicateur font appelles d’un nom com- 
mun les faÜcurt , les produisant , ou les racinct. 

10. C o r o l l. On peut conclure de la définition de cette 
opération 1". Que le multiplicateur eft toujours un pur nombre 
abjlra't , puifqu’il déligne feulement combien de fois il faut 
prendre le multiplicande. 

z°. Que le produit eft un nombre de la même efpéce que le 
multiplicande , & qu’il le contient autant de fois que le mul- 
tiplicateur contient l’unité. Ce qui s’exprime en dilant que le 
produit ejl au mu'tipltcande , comme le multiplicateur ejl à l'imité. 

1°. Qu’un nombre quelconque multiplié par l’unité ( li tou- 
tefois c’eft une multiplication proprement dite ) 11e change 
point de valeur. 

11 eft indifférent pour le produit de deux nombres , de mul- 
tiplier le plus grand par le plus petit , ou le plus petit par le 
plus grand ; car 6 fois 4 ou 4 fois 6 font la même chofe. Ce- 
pendant dans la pratique , il eft plus commode de prendre 
pour multiplicateur le nombre qui renferme ou le moins de 
caradères , ou ceux de moindre valeur. 

zi. Nous plaçons ici la table fuivante , afin qu’on voie tout 
de fuite les produits des nombres à un feul caradère. Pour s’en 
fervir, il faut voir quelle eft la caze qui répond à la fois aux 
fadeurs pris , l*un dans la première ligne (upéricure , & l’autre 
dans la première colonne à gauche. Ainlî 41 eft le produit de 
€ par 7 , 64 eft celui de 8 par 8 , 6 3 celui de p par 7 , &c> 
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I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

'-“'Tl 

9 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

1 6 

18 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

21 

24 

2 7 

— 

— 

— 

— 

— < 

— 

— 

— 

— 

4 

8 

12 

l6 

20 

24 

28 

31 

36 

— 

— 

— 

— 

— 


— 


— 

5 

10 

r 5 

20 

2 5 

3° 

35 

40, 

45 

6 

12 

18 

14 

3° 

36 

42 

48 

54 

7 

14 

21 

28 

35 

42 

59 


<53 

8 

16 

-4 

i 1 

40 

48 

56 

64 

7* 

9 

18 

2 7 


45 

54 

.«3 

71 

8. | 

s— J 


Quelquefois on ne veut qu’indiquer la multiplication de 
deux nombres, & alors on écrit entr’eux ce caractère X , 
qui fignifie multiplié par •, ou bien on les fépare par un point, 
ou bien on les enferme chacun entre deux crochets. Ainfi 26 
X 17 , ou 26 . 17 , ou ( 26 ) ( 17) font trois manières de défig- 
ner, 1 6 multiplié par 17. 

S’il faut opérer fur des nombres exprimés par plufieurs ca- 
raélères , l'uivés cette règle. 

22. Règle. Écrivér le multiplicateur fout le multiplicande , & 
allant de droite à gauche , multipliét le nombre firpérieur par chai 
que caraflère de l’inférieur ; placés le premier caraÜere de chaque 
produit partiel , vit-à-vit celui du multiplicateur avec lequel vout 
vpérét y & de la fomme de cet produitt partielt formét le produit total • 
Exemple I. 


Multiplicande 324 

Multiplicateur 25 


Produits partiels.... 



Produit total 8100 
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Ayant difpofé le multiplicande & le multiplicateur comme 
on le voit dans l’Exemple I. , je dis 4 X y , ou bien y fois 4 
font 20, j’écris o & je retiens 2 ; y fois 2 font 10 & 2 retenu 
font 12 , je pôle 2 & je retiens 1 : y fois 3 font ry & 1 retenu 
font 1 6. Pafîant enfuite au fécond caraélêre du multiplicateur , 
je dis : 2 fois 4 font 8 , que j’écris en delfous vis-à-vis le 2 du 
multiplicateur : 2 fois 2 font 4 ; 2 fois 3 font 6. Prenant enfuite 
la fomme de ces produits partiels dans le même ordre qu’ils 
ont été écrits, j’ai pour produit total 8100. 

23. Si l’un des deux nombres , ou tous les deux à la fois, 
font terminés par des zéro , on abrège l'opération en multi- 
pliant feulement let caradères fignifiants -, mais alors on écrira au- 
tant de zéro à la fin du produit , qu'il s'en trouvait de fuite à la 
fin des deux fadeurs. 

Exemple II. 


* 


Multiplicande . . . 

. . 3yoo 


Multiplicateur . . . 

... 4 yo 


Produits partiels .j 

l 7S 

140 


Produit total 

iy7yooo 

• 


Ayant à multiplier 3yoo par 4jo , je mécontenté démul- 
tiplier 3y par 4y , & au produit ifpf , j’ajoute les trois zéro 
qui terminent les deux faéteurs. 

• ExempleIII. 


99 

999 

99 

999 

891 

8991 

891 

8991 

■ 

8991 

9 801 

$>9800 L 


Digitized by Google 


14 É L Ê M E N S 

24. Remarque. O11 obfervera d'après ces exemples , que 
Ir produit de deux nombres quelconques ne renferme jamais qu'au - 
tant de caraüercs qu'il s’en trouve dans fes fadeurs , ou un de moins 
feulement ; & cela vient de ce que les produits partiels forment 
autant de colonnes quil y a de ces caraétères , ou une de 
moins feulement. 

25. S il faut avoir le produit de plufieurs nombres , comme 

7 ? i > 4 > f ) on prendra dabord celui de deux feulement î 

puis on le multipliera par un troifîème nombre , ce nouveau 
produit par un quatrième, & ainfi de fuite. Or, comme ces 
fadeurs , 7 , 3,4, y , donnent 420 , dans quelque ordre qu’on 
les multiplie , on en conclura de nouveau , qu'il efl indiffé- 
rent pour un produit de quelle façon on combine fes fadeurs. 

z6. Nous n'avons parlé jufqu’ici que de la multiplication des 
feuls nombres abflraits , il nous rcfte à expofer les méthodes 
qu'il faut fuivre pour faire cette opération fur les nombres 
concrets. J'obferve dabord que , fans abfurdité , on ne peut 
point fuppofer le multiplicateur concret , ni le produit de 
différente nature que le multiplicande (20). Ainfi 4 1 . X 2 , fait 
2 fois 4 1. ou 8 liv. j & demander le produit de 4 1. par 2 toiles , 
ce feroit une quellion abfurde. 

Cependant l'Arithmétique offre fouvent des cas où le multipli- 
cande & le multiplicateur fe préfentent avec les lignes — 
ce qui indique des nombres concrets (difc.- prél. n°. XI.) comme 

-t-6 — 4 X-f- 2 . Mais cette expreffion ne défigne autre chofc , fi 
ce n efl que les nombres-+-6 &: — 4 , doivent d’abord être mul- 
tipliés par le nombre abftrait 2, c’eft-à-dire, pris 1 fois tels qu’ils 
font ; & qu’enfuite ce produit qui fera -4-n — 8 doit être ajouté 
ou bien à o , ou bien aux autres nombres avec lefquels il efl 
combiné dans le même calcul. Audi ( 21 ) peut-on écrire pour 
produit indiqué o-f-2 ( 6— 4 ). 

On juftifiera par un raifonnement femblable les expreflions 
qui préfeuteront un multiplicateur négatif. On dira , par Ex. , 

que 6 — 4 x— 2 indique qu'il faut dabord prendre le multipli- 
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cande i fois , & qu'il faut foultraire ce produit des autres 
nombres qui peuvent le précéder. 

Or , pour ajouter des nombres de différents fîgnes à ceux 
qui les précédent , il faut les écrire avec leurs lignes j au lieu 
qu’il faut changer ces lignes pour les louftraire ( 18 ). Il faut 

donc que 6 — 4X — 2 donne — 124-8. D’où l’on déduira cette 
règle : que le produit doit avoir le figue du multiplicande , lorf- 
que le multiplicateur ejl pofttif t & qu'il doit avoir le Jigne con- 
traire , lorfquil ejl négatif. 

Cette règle s’énonce par cet abrégé 4- X + = 4-, — x 4 - 
*=— ,-t- X — = — , — X.— = 4 -. * 

27. Il arrive fouvent dans la pratique que le multiplica- 
teur étant un nombre abflrait , le multiplicande renferme diffe- 
rentes cfpéces , comme on le voit dans l'exemple fuivant. 

Exemple IV. 

Multiplicande 12 1 . ij (. 

Multiplicateur 130 

iz 

Produit à 12 1 tp6o 1 . 

Produit à 10 f. 6f 1 . 

Produit à 5 f. 3z 1. 10 (. 

Produit total 1657 !• 1° f 

Ayant dabord multiplié 12 J. par 130, j’ai pour premier 
produit if 60 1.& pour avoir en livres le produit de if f.par 130, 
je dis : Si j avois à multiplier zo f. , par 1 30 , j’aurois pour 
produit 130 I. Mais je n’ai que if 1. qui valant la moitié 8c 
le quart de. la livre , m’indiquent qu’il faut prendre la moitié 
& lê quart de 130 1. ou bien le produit par 10 f. qui cft 
6f 1. & puis par f f. qui fait 32 1. 10 f. faifant enfuite une 
fomme de tous ces produits partiels , j’ai pour produit total 
ïôf? 1. 10 l. 

* Ce caraâère = fignifie 
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C’eft par là qu’on rélout toutes les quellions dans lefquelles 
on demande le prix d’un certain nombre de mefures à tant 
la mefure , p. Ex. de ïz8toifes i pied , à 23 . 1-6 1 . 4 d. la 
toife ; où l'on voit qu’au produit de 23 1. 6 f. 4 d. par 128, 
il faut ajouter le prix ou la valeur d’un pied. 



CHAPITRE V. 

De la Divifioru 

28 D É F 1 n 1 T 1 o h. La divifion ejl une opération far laquelle 
on décompose un nombre donné en plujieurt partiel égales , & on dé- 
termine la valeur de chacune ; ainfi divifer 24 par 6 , c eft decom- 
pofer 24 en'fix parties égales , dont chacune eft 4. Dans cet 
exemple 24 eft le dividende, 6 eft le divifeur , & 4 eft le 
quotient . 

29. Coroll. On peut conclure de cette définition , 1 . Que e < 
la divifion eft une opération oppofée à celle de la multipli- 
cation , & qu’ainfi le quotient multiplié par le divileur doit ré- 
tablir le dividende. 

2 0 . Que le divifeur doit toujours être un nombre abftrait , Sc 
le quotient de même nature que le dividende. 

3°.Enfin que le dividende doit contenir le quotient autant de 
fois que le divifeur contient 1 unité. 

Pour indiquer la divifion , on écrit ordinairement le divifeur 
fous le dividende , & on les fépare par un trait 5 ainfi ^- indique 
que 24 doit être divifé par 6 ; cependant dans la pratique de 
l’opération il paroït plus commode de fuivre un autre arran- 
gement tel qu’on le verra dans les exemples ci-dçfious. 

30. Nous fuppofons ici que chacun fâche faire- la divifion fur 
les nombres exprimés par un feul caraétère. Voici la règle qu il 
fetjt luivre pour l’exécuter fur les autres. 
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Suppofons qu’il faille di- 
viler 4170 par lyj ayant 
d’abord difpofé les deux 
nombres, comme on le voit 
dans l'exemple , j’obferve 
que le quotient ne peut pas 
contenir des mille , puis- 
qu’il en faudroit au moins 
ry au dividende , afin qu’il 
s'en trouvât 1 au quotient. 

Ccft pourquoi joignant les mille aux centaines , ce qui fait 
41 centaines , j’en cherche dabord la quinzième partie , & je 
marque par un point qae mon premier dividende partiel fe ter- 
mine aux centaines. Or , la quinzième partie de 41 centaines eft 
z centaines & plus , fans être 3. .J'écris donc 2 au quotient, 8c 
ce fera le nombre des centaines qu'il peut contenir. 

Pour découvrir les centaines qui me relient , je multiplie le 
chiffre écrit au quotient parle divileur, 8c c’elt ici î x if, 
je loullrais le produit 30 (qui délïgne 30 centaines) du di- 
vidende partiel 41 , 8c je trouve pour refte 11 centaines, dont 
je dois prendre la quinzième partie. Pour cela je dois les chan- 
ger en dixaines , 8c y ajouter celles du dividende. Or , ces deux 
chofes fe feront à la fois en abaiffantle caraélère 7 , qui expri- 
me les dixaines du dividende à côté du refte 1 1 , ce qui donne 
1 17 dixaines, dont il faut prendre la quinzième partie. 

Pour trouver cette partie , je m’arrête aux deux premiers ca- 
raélères du dividende 8c au premier caractère du divifeur , 8c 
je dis : 1 1 divifé par 1 donne 1 1. Mais j’obferve que fi je mettois 
au quotient ou 10 ou un nombre au-deflus,j’y mettrois des cen- 
taines , 8c alors le caraélère précédent n’exprimeroit pas jufte 
toutes les centaines./e ne puis donc pasjoupçonner que je puijfe met- 
tre plut de 9 au quotient. Avant d’écrire ce caractère je l’cflaie en 
multipliant 9 par iy , 8c comme le produit 1 3 J ne peut pas être 

c 


Exemple I. 


Dividende. 4170 f iy Divifeur.. 

I 278 Quotient.. 


3 ° 

117 

120 

120 
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lbuftrait de 1 17, j’en conclus que 9 eft trop grand. Eflayant 8, je 
trouve que Ton produit par iyell auflï trop grand. Enfin je trouve 
le nombre7qui multiplié par iy donnepourproduitioy;& celui-ci 
louftrait de 1 17 donne 12 pour relie, j'écris donc 7 au quotient. 

Enfin pour prendre la quinzième partie de ces 12 dixaines , 
je les change en unités , ce qui fe fait en abailfant à côté o , 
qui exprime les unités du dividende , & l’on a le nombre 120. 
Qr , fachant que je ne puis mettre au quotient plus de 9 , 
( parce qu’autrement le caractère précédent n’exprimeroit pas 
allez de dixaines ) j’eflaye à côté 11 9 ell bon ; & l’ayant 
trouvé trop grand j puifque 9 X ij donne 1 35, qui ne peut 
être fouftrait de 120, j’eflaye 8, qui doit réuflir 3 puifque 8 
X ij donne 120 , qui étant fouftrait du dividende partiel 120 , 
ne laifle aucun relie. Je mets donc 8 *iu quotient , & com- 
me je n’ai plus de caraélères à abaifler , l’opération eft ache- 
vée & le quotient jufte eft 278. 

31. C o r o l l. Toute la pratique de la divifion fe réduit 
donc à ces quatre choies : i°. A fixer le premier dividende par- 
tiel. 2°. A chercher far le premier , oh les deux premiers carac- 
tères du dividende & du divifeur , quel efi celui qu'on doit écrire 
au quotient. 3°. A multiplier la valeur de ce caraüère par le di- 
vifeur , pour foufiraire le produit du dividende. 4°. A abaljfer à 
coté du re/le les caraélères fuivants , s'il y en a , un à un , juf- 
qu'à ce que le dividende total fait épuifé. 

On me propofe de divifer 11739 par Exemple II. 
39. J’obferve d’abord que le dividende ne 
contenant pas 39 unités du rang des mille , 
le quotient ne contiendra point de mille , 
mais feulement des centaines. Ainfi le pre- 
mier dividende partiel s’étendant jufques 3 9 
aux centaines , je les marque par un point & je cherche la 
trente-neuvième partie def 117 centaines. Eflayant donc de 
la trouver’avec les deux premiers caraélères du dividende & le 
premier du divifeur , je dis : le tiers de ri ell 3 , que j’éprou- 
ve à côté , en le multipliant par 39. Et comme le produit 117 , 
peut être fouftrait du dividende partiel , j'écris 3 au quotient. 
M’y ayant point de refte , j’abaillé le caraélèje fumait 3 , 


1 1 7 J P ( 3 P 

1 1 7 {joi 
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je mets o au quotient , pour déiigner qu'il ne doit pas con- 
tenir des dixuines. Enfin abaiflant 9 à côté de $ , il me relie 
39 unités à divifer par 39 , ce qui donne pour quotient 1 
fans relie. 

Remarques. Ou voit par ces exemples x°. Qu’on ne 
doit abailfér qu’un fcul caractère à la fois. 2". Que ii le ca- 
ractère abaiffé joint au relie précédent eit plus petit que le 
divifeur , on doit mettre o au quotient , pour déiigner que ce- 
lui-ci ne contient point d’unités du rang de celles qu’on à 
abailfées. 

31. S’il fp trouve un dernier relie après avoir abailîe tous les 
caractères du dividende , il faut l’écrire à la fuite du quotient, 
8e plaçant le divifeur en deflous , on les féparera par un trait > 
ce qui formera une fraétion ajoutée au premier quotient* 
Ainlî dans l’Exemple III. après avoir trouvé le quotient 136 , 
il vient un dernier relie 17, qu’on écrira à la fuite fous la 
Forme de cette fraélion 

34 

Exemple III. 

\ 4641 fj 4 

34 3<5 — 

V 34 

IZ4 

102 

211 

10 4 

17 

. 33. S c h o l. Il y a plufïeurs cas où la divifion fe peut faire 
d une manière plus abrégée. Nous allons rapporter ici les prin- 
cipaux. 

i°. Si le dividende Scie divifeur font terminés par des zéro, 
rerranchez-en le même nombre de chacun , & divifes le refie. 

Awlï — ^ fc réduit à ~ , qui donne u au quotient. 

Cij 
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2°. Si le divifeur feulement eft terminé pat des zèro,retranchez- 
les , & ôtés en même-temps un égal nombre de caractères fig- 

nifians vers la droite du dividende , p. ex. fe réduit da- 

* 5 oo 

bord à , qui donne 9 polir quotient & 1 pour relie. J’é- 
cris ce relie à la gauche de 6y que j’avois retranché , & de ce 
nombre divifé par /oo , je forme la fraCtion pour l’a- 
jouter à 9. Ainfi le vrai quotient eft ici 9 l yJ 0 . 

3 0 . Pour prendre la dixième partie d’un nombre , ou bien 
pour le divifer par 10 , il luffit d'en retrancher le dernier ca- 
ractère , qu’on divilera par 10 pour le joindre au relie. Ainfi 

To donne IS Tèi To donne 34 - 

4°. S’il faut diviler un nombre par 20 , retranchés d’abord le 
dernier caractère vers la droite , & prenez la moitié de la va- 
leur des autres. S’il vient 1 pour reite , écrivés ce relie devant 
le caraftere retranché , divifés cela par 20 , & écrivés cette 

fraCtion à la fuite. Ainfi dans -*- 4 , je retranche le 6 , je prends 
la moitié de 4/ , qui donne 22 & 1 pour relie , que j’é- 
cris devant' 6, pour en former la fraCtion Le vrai quo- 
tient eft donc ici 22 ~ 4 . De même ^ donne 1/ pg- . — 
donne 9. 

34. On voit parla comment on réduit un nombre de fols 
en livres , puifqu’il ne faut pour cela qu’en prendre la ving- 
tième partie , ou le divifer par 20. En général on réduit une 
faite efpèce a une plus grande , en d'tvifant le nombre qui expri- 
me la petite , par celui qui déftgne combien de fois Tutti té de cette 
tfpèce eft contenue dans celle de la grande. Ainfi pour réduire un 
ïiombre de pieds en toifes , on les divifera par 6 ; pour réduire 
un nombre de pouces en pieds, on les divifera par 12. 

3/. S c h o l 1 e. On remarquera ici : i°. que tout nombre 
terminé par / eit exactement divifible par 5 , 8c qu’il 
l’eft auflî par 10 & par j , s’il finit par un o. 2". Qu’un nom- 
bre clt divifible par 2 fi la valeur du dernier caraCtère eft di- 
vifible par 2 -, qu’il l’ell par 4, fi la valeur des deux der- 
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niers cara&ères eft divifible par 4 ; qu il 1 eit par 8 , fi la valeur 
des trois derniers caraélères eft divifible par 8 , & ainfi de 
fuite. 3 0 . Qu’un nombre eft divifible par 9 &: par 3 , fi la four- 
me des valeurs abfolues de fes cara&èrcs eft divifible par 95 & 
fi cette fomme eft divifible par 3 feulement , ce nombre fera 
divifible par 3 ; &: même par 6 , lorfque le dernier cara&crc 
vers la droite exprimera un nombre pair. 4 0 . Qu’un nombre eft 
divifible par 1 1 , lorfque la fomme des valeurs abfolues de 
fes caractères de rang impair , fçavoir , du i er * , du 3 mt * , du 
5 ra *- , &c. vaudra celle des caractères de rang pair, fçavoir, 
du i d - , du 4 me - ,<iu 6 rae - , &c. en allant de gauche à droite.* 

3 6. Il fe préfente fouvent des cas où l’on demande de di- 
vifer des nombres ccncrçts les uns par les autres , comme 
p; ex. des nombres pofitifs par des négatifs ; ou bien des libres , 
des fols&r des deniers , par des toifes , des pieds & des pouces. 
Sur tous ces cas en général nous obferverons que le divifeur 
doit être regardé comme un pur nombre abftrait , fans quoi la 
queftion feroit abfurde & l’opération impratiquable ( 29 ). 

Suppolons dabord qu'il faille divifer -+- iypar — «. j . Fai- 
fant abftraCtion du ligne du divifeur , je cherche dabord la cin- 
quième partie de -f- iy , qui devant être de même efpèce que 
le dividende ( 29 ) fera -t- 3. Mais comme le figne — qui af 
feCte le divifeur m’indique qu'il faut foullraire ce quotient des 
nombres qui le précédent , ou qui peuvent le précéder , je chan- 
ge ton figne & j’écris — 3. 

On voit par le même raifonnement que fi j’avois eu à divi- 
fer — iy par — y , j’aurois du écrire au quotient -f- 3. 

Si le divifeur eft accompagné du figne -f- , il faut laiffer au 
quotient le figne du dividende , qu’il doit naturellement avoir. 
Ainfi -f- iy divifé par -+- y , donne -+-3 j & — jf divifé par 
•+- y donne — 3. , 

Tout cela s’exprime par cet abrégé:— ou — = — , — 

on~^= 4-. , 
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57. S’il falloit divifer un nombre de différentes cfpètes , 
comme 13$ 1. 18 f. 10 d. en îz parties égales, on divifer oit fuccef 
fvemettt les différentes efpèccs en commençant par la plut haute & 
changeant Ici rejlet , s'il y en avait , en unités de l’ efpèce inférieure , 
jour les a\outer à celle-ci. Dans cet exemple , a^ant pris la 
douzième partie de i j y \. j on trouve 11 pour quotient & 3 1. 
pour refte. Cbnvertiffant ces 3 liv. en fols & les ajoutant aux 
18 fols du dividende, on prend la douzième partie de cette 
fomme , laquelle efl 6 fols avec 6 pour refte. Changeant de 
nouveau ce refte de fols en derniers , & les ajoutant à ceux 
qu’oi> avoit déjà, on trouve 82 den. à divifer par 12, ce qui 
donne au quotient 6 den. , avec un refte qu'on néglige. Ainfi , 
dans cet exemple, le quotient véritable eft n 1 . 7 > f. 6 d. 

38. Si le dividende & le divifeur contiennent chacun des 
différentes efpèces , on réduira l’un & l’autre à la dénomination de 
la plut petite efpèce , & l’on divifer a à l'ordinaire. 

Par exemple vingt-quatre toiles quatre pieds d’un ouvrage , 
ayant coûté 8 6 liv. 6 fols 8 den. , on demande à combien revient 
la toife. 11 eft clair qu’il faut diviler ici 8 6 liv. 6 fols 8 deniers 
par vingt-quatre toifes quatre pieds. Pour cela on réduit da- 
bord le dividende en fols , enfuite en deniers , ce qui fait 20720 
deniers s on réduit également le divifeur à fa plus petite efpèce , 
ce qui fait 148 pieds ; & faifant enfuite la divifion , on trouve au 
quotient 140 den. , ou bien 1 1 lois 8 den. 5 ce qui indique le 
prix de chaque pied. Or , la t°ifc contenant (S pieds , il faut 
quelle vaille 6 fois n fols 8 den. , ce qui fait 3 liv. 10 fols. J 



Digitlzed by Google 


2 Î 


d £ Ma thé matiqué s. 

SECTION SECONDE. 

Du calcul des Fraclions : 


CHAPITRE PREMIER 

De la nature &* des principales propriétés des fraclions, 

39. S I l’on conçoit l’unité divilée en plufieurs parties 
égales, l’cxpreflion qui défigne une ou plufieurs de ces 
parties , s’appelle une fraüion. Elle s’écrit en forme de divi- 
fion , de cette maniéré ^ ” j & on l'énonce ainfi : un quart , 

douze quinzièmes. Le nombre fupérieur eft appelle numérateur , 
parce qu’il fixe le nombre qu’on prend des parties de l’unité j 
l’inférieur eft appellé dénominateur , parce qu’il détermine le 
nom ou l’efpcce de ces parties. Si le numérateur eft égal au 
dénominateur ou plus grand que lui , la fraéïion vaut l’unité 
ou plus que l’unité ; & c’eft alors une fraflion improprement dite, 

40. C o r o l l. I. Une fraélion exprime toti)ours le quotient 
du numérateur divifé par le dénominateur , & elle ejl par confé- 
quent un nombre de même nature que le numérateur. 

41. II. Lorfque deux ,‘ou plufieurs fraétîons ont même déno- 
minateur , celle qui a un plus grand numérateur eft dans la 
même proportion plus grande ; parce que renfermant l’une & 
l'autre les mêmes parties de l’unité , ccllfc qui a un plus grand 
numérateur , contient en proportion plus de ces parties. Ainfi 
777 eft double de -j- y jp eft oétuple de 

• Mais fi des fractions ont même numérateur celle qui a un 
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plus grand dénominateur eft dans la même proportion plus 
petite ; parce que exprimant le même nombre de parties , elle 
les contient d’autant plus petites que fon dénominateur eft plus 
grand. Ainfi | eft la moitié de | , i eft double de 

Cette propriété des fractions s'exprime en difant ; que (i 
deux [raflions ont même dénominateur , leurs valeurs font directe- 
ment comme les numérateurs ; & que fi elles ont même numérateur , 
leurs valeurs font inverfement comme Us dénominateurs. 

42. On peut conclure de la : 1*. Qu’on ne change pas la valeur 
d’une fraction , en multipliant ou divifant fon numérateur & fon 
dénominateur far le meme nombre. Car , par la multiplication 
on augmente le nombre des parties de l’unité & l'on dimi- 
nue leur râleur en même proportion : par la divifion on di- 
minue le nombre & l'on augmente la valeur de l’elpèce des 
parties. Ainfi vaut •” ; où l'on multiplie haut & bas par 
2; elle vaut aulïï | où l'on a divifé haut 8c bas par 2. 

2 0 . Que fans changer de valeur tout entier peut être mis fous la 

forme d’une fraCïion , en lui donnant l'unité pour dénominateur , ou 

même tout autre nombre , pourvu qu’on multiplie cet entier par 

ce nombre. Ainfi 36 peut fc prélenter lous cette forme » 
36x4 36x12 

4 > i» ’ >. 

43. Problème I. Réduire un nombre mixte ( a ) à une Jim-i 
pie fraüion , fans changer fa valeur. 

Sol. Multipliés l'entier par le dénominateur de la fraüion 

qui entre dans le nombre mixte , & ajoutés le produit à fon numé-i 

raseur. Ainfi 12 - devient —.120- devient 

4 4 . i 3 

44. Problème II. Ré.iutre flufieurs fractions au même déno- 
minateur , fans changer leur valeur. 

Sol. Multipliés le memérateur & le dénominateur de chacune , par 
le produit des dénominateurs de toutes les autres. Ainfi, pour ré- 
duire ~ 3 j j j 3u même dénominateur , j’écris la première- 


( a ) Un entier joint à une fraction , eft appelle ntmkrt mixtt. 

x 


Ainfi 
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Amlî , ’ * ' f - : la fécondé ainA, 1 * 1 - : la troiAtmc ainA,d ~ _ îa . 

4 X 1 J ^ yxi» ' 3X10 > 

ce qui fe réduit à y- , , *°. Il cil évident que par là cha- 

cune garde fapremiè-ie valeur (41), 8c que cependant elles 
acquièrent le même dénominateur. 

4y. Remarque. Lorfque les dénominateurs de deux 
f radiions ont des fadeurs communs , la réduction au même dé- 
nominateur fc fait plus Amplement , en multipliant haut & bar 
dans chacune par let faéle.irs du dénominateur de l'autre , qui nt 
font pat communs. Ainfi , je réduis & 77 au même dénomi- 
nateur, en les écrivant dabord de cette façon , , 

pour voir les fadeurs communs des deux dénominateurs 5 puis 
multipliant haut 8c bas dans la première par j, 8c dans la fécon- 
dé par 4 > H qui donne , ou bien £ , £ 

4<5. L e m m e. Pour trouver le plus grand divifeur commun de 
deux nombres donnés a 8c b, divifés le plus grand , qucjefup- 
polé a , par le plus petit b-, s'il vient un £ cr * relie c , divifés b par 
c ; s'il vient un z d . relie d , divifés c par d-, s’il vient un 3 e . refre e, 
divifés d pare ; & enfin, quand vous aurez une cHviAon fans 
rcflc , le divifeur qui aura fervi alors , fera le nombre que vous 
cherchez. 

Ex. O11 demande le plus grand divifeur commun de $84 
8c de p 6 . 1". Je divile 384 par , 8c j’ai-y| = 6, avec 48 
pour relie. a°. Sans faire attention au quotient , je divile j<S 
par 48 , 8c j’ai ^ = 1 8c 8 pour relie. 3*. Je divife 48 par 8 , 
8: j'ai y = 6 fans Verte. D'où je conclus que 8 efl le plus grand 
nombre qui puilfe divifer à la fois 384 8c j6. ( La démonflra- 
tion de cette méthode fera donnée plus bas ). 

47. Problème III. Réduire une fratlion à fan exprejjion U 
plus ftmple , fans changer fa valeur. 

Sol. Divifés fes deux termes par leur plus grand divifeur cornu 
mun , & écrivés les quotients à la place de ces termes. Il ell évi- 
dent que par là vous rendrez l’expreffion plus Ample , fans 
changer la valeur de la fraélion propofée ( 41 ). AinA y^- le 

réduit ^ — , en divifant haut 8c bas par 36, qui ell le plus 
jraad divile ur commun de aja 8c de 39$. D 
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CHAPITRE II., 

Des quatre operations de l'Arithmetique fur les frac- 
tions. 

48. I. L 'Addition des fraétions fe tait , en les réduifant 
au même dénominateur ô" prenant la fomme des numérateurs. Ainfi , 
pour ajouter ^ ~ , j’écris dabord ^ & prenant 1^ 

tomme des numérateurs , j’ai ^ = 1 ( Ce caraélère = figni- 

tie égale ). 

45. II. La iouftradlion fe fait en réduifant au même dénomi- 
nateur , & prenant la différence des numérateurs. Ainfi - — - de- 


4 } 1 

vient ---- - — . 


yo. III. Pour multiplier les fraétions , prenez le produit des 
numérateurs , & mettez le en fraüion fur celui des dénominateurs . 
Ainfi , ^ X | = ^> ou ï; 

51. IV. Pour divifer les fraétions , renverfe af les termes de la frac- 
yfhn qui doit fervir de divifeur , multipliez de flûte , & les produits 
mis en fraüion donneront le quotient. Ainfi , pour divifer ^ par -, 

j’écris £ X \ =-*==! y’ 

5a. R e m a r q u e s. I. Si on doit multiplier enfemble pla- 
ceurs fraétions quj ayent les mêmes nombres parmi leurs nu- 
mérateurs & leurs dénominateurs , il ejl plus ftmple ( 4a ) d’effa- 
cer ces nombres haut & bas & de multiplier le refie. Ainfi X | X 

| X j fe déduit à \ X £ =y 6 - 

jj. u. pour multiplier une fraüion par un entier , il fuffit de 
multiplier le numérateur , ou de divifer le dénominateur par cet 
entier ( 41 )• Ainfi X 3 donne ^ , ou bien 9 - = » f . 

y4. III. Pour divifer une fraüion par un entier , il fuffit de divi- 
fer le numérateur , ou de multiplier le dénominateur far cet entier 
(41), Ainfi pour divifer £ par 3 > il elt indifférent d’écrire 
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en divifant le numérateur par 3 ; ou - , en multipliant le dé- 
nominateur par 3. 


PP- IV. Pour div'tfcr un entier par une fraClion , il faut multi-i 

plier l'entier par le dénominateur de la fraClion , & mettre le prou 

duit en fraClion fur le numérateur. Ainfi , pour divifer 6 par 
3 • ôxt • c • r 

-• , j écris — - ce qui fait 10. 

p6. V. Tour prendre une fraClion de fraClion , p. ex. , 1er - de 
^ , il faut multiplier enfcmble let deux fraCliont , ce qui donne ici 
II en cil de même pour prendre une ou plufieurs parties 


d un entier , par ex. les de 1 p , je dois multiplier par 
ay , & je trouve 22 , qui exprimeront les - 9 - de zp. 


CHAPITRE III. 

e 

•> 

De l'origine tr des propriétés des fractions décimales. 

J 7 ; N O u s avons vu ( 3 ) que dans la numération ordi- 
naire , la valeur locale des caraélères décroit en progrelfion dé- 
cuple , en allant de gauche à droite , de façon que le der- 
nier exprime toujours des unités fimples. Mais rien n'empêche 
de conçevoir cette progrelfion prolongée au-delfous des uni- 
tés , de telle forte que le premier caraétère après les unités 
exprime des dixièmes , le fécond des centièmes , le troilïèmc 
des millièmes , & ainfi de fuite. 11 faudra feulement pour évi- 
ter la confufion , féparer ces fractions des entiers , ce qui 
pourra fe faire par un point ou une virgule. Ainfi $6p , 547 

défignera 3 6p entiers -f- — H — - — 1 — 

P 8. Déf. On appelle fractions décimales ces fortes de fractions» 
dont la valeur locale des caractères continue au-delfous de 
l’unité la progrelfion décuple ou décimale , de la numération or- 
dinaire. Ainfi o , 947 eft une fraétion décimale , fi le premiej 

faradère exprime — , le fécond le troifîème ~ 
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yp. CoROtl. I. On déduira de là i 0 .Q«e fans changer la valeur 
d'une fradton décimale , on feus réduire fet caradlres à défigner des 
unités de la plus petite efpèce. Ainfi dans l'exemple ci-deftus, p qui 
exprime des dixaines , 4 des centaines , 7 des millièmes , peu- 
vent fe réduire (4a) à --- -4- -b J— , ou bien à j 8c 
comme toute autre fuite de décimales fe peut réduire de mê- 
me, on en conclura que ces fortes de f allions ont toujours pour 
dénominateur l'unité fuivie d'autant de O , qu'il y a de car adirés au 
numérateur. Voilà pourquoi le dénominateur décimal refte tou- 
jours fous-entendu. 

■60 . 11 s’enfuit de là qu’o» n augmente point la valeur d'une fradton 
décimale en mettant des o à fa fuite ; puifqu’il eft cenfé qu’on en 
ajoute autant au dénominateur qu’au numérateur. Ainfi 0,4 vaut 
o, 40 ou o , 4000. D’où l’on voit qu'en ajoutant un nombre convenable 
de o , on peut réduire toute forte de fradions décimales au même dé - 
fi ominateur t fans changer leurs valeurs. 

0,4 -) • r o , 400 

6,7 8 5 - fe réduifent à ■{ 6 , 780 

7 > 934 J l 7, P34 

Pat ce moyen on peut préfenter un entier fous la forme d’u- 
ne fraélion décimales p. ex. au lieu de 1 y4 , on peut écrire 
1 j4 , 0000. 

61. C o r o t l. II. Une unité décimale d'un rang quelconque , 
vaut plus que la fomme de tout ce que dêftgnent les caradè- 
res décimaux qui viennent après. Ainfi dans 4 , jpp l’unité 

décimale du premier rang , qui eft— ou vaut plus que 
la fomme du refte , qui eft —--4--— , ou 

’ 1 ICO IOOO» IOOO* 

On conclura de là 1°. que la plus grande de deux fraétiôns 
décimales , eft celle qui la première préfente un caraélère de 
plus grande valeur en allant de gauche à droite. Ainfi 0,4 
eft plus grande que o , jpppp , continuée a l’infini. 
a°;Que fi dans un calcul on négligetouteslesdécimales qui vien. 
nent après le premier rang , l’erreur ne peut être de - 1 - s que fi 
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on néglige celles qui viennent apres le fécond , elle ne peut être 
de &c. Cependant pour rendre cette erreur aulïi petite 

qu’il ell polfiblc , en n’employant que tel ou tel nombre de dé < 
cimalcs , il faut augmenter d'une unité le dernier des caraüeres 
qui rejlent , fi le premier de ceux qu’on a retranche'! , farpajfe y. 
p. ex. dans o , 8x70, fi je retranche Amplement les deux der- 
niers caractères, l’erreur ell Jc^_ en défaut ; mais en ajoutant 
une unité au dernier de ceux qui relient , de cette manière 0 , 
8} , l’erreur n’ell que de en excès. 


CHAPITRE IV. 

Des opérations de l'Arithmétique fur les /raclions dé- 
cimales. 

61. Addition. Pour ajouter enfemble des fraélions dé- 
cimales , il faut let écrire de façon que lei entier! , i'il y en a , ainfi 
que lei unités décimale! de même efpèce foient en colonne. Procès 
der enfaite comme dam l'addition ordinaire , & placer dam la fam* 
me la virgule dam la colonne det virgulei. 

Exemple. 

Î4 » *1 
3 > 

136, 9 

Somme .... 194 , 1989 

La raifon de ce procédé eft que ccs décimales réduites au 
même dénominateur deviennent. . . . 

J 4 » » 4 °o 

3 > 

136 , 9000 

Somme .. .... 194 ; 1989 
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63. Soustraction. Pour fouftraire une fraétion décimale 
d’une autre , il faut écrire celle qu’on veut foujlraire au-dejfous de 
T autre , opérer comme dans la foujlraélion ordinaire , & conferver les 
•virgules en colonne. Ainfi pour fouftraire 144 , 630 de 860 , jj » 
fécris comme dans cet exemple. 

860 , 9j 
244 , (S30 

Différence. . . 616, 320 

Et j’ai pour différence 61 6 , 310 ( la raifon eftla même que- 
pour l’addition. ) 

64. Multiplication. Multipliez dabord tout le multipli- 
cande par totale multiplicateur y comme fi c’étoit des nombres ordi- 
naires : mettez enfuite autant de derniers carafteres du produit en 
itcimalesy qu’il y en a dans le multiplicande & dans le multiplicateur . 

Exemple. 


30 

4 


74J 

«S 


142, 9642J 

/ 

Dans cet exemple multipliant les deux faéteurs comme s’ils, 
écoient des nombres entiers , on a le produit 1429642J , dont 
on met les cinq derniers caraétères en décimales , parce qu’il 
y à cinq décimales dans lès faéteurs. 

Pour démontrer cette règle il fuffit de mettre les deux fac- 
■ teurs fous la forme des fractions ordinaires ( ce qui donneroit 
x âfl ~ »4»pg4»r_ _ 9 6 4 2,y ). Et l’on voit alor 

que dans tous les cas un produit doit renfermer autant de déci- 
males qu’il y en a dans fes faéleurs. 

6p. C o r o l l. Puifque dans toute divifion le dividende eft le 
produit du quotient par le divifeur , il doit contenir autant de dé- 
cimales qu'il y en a dans le divifeur & dans le quotient. 

66. Remarque. Quand les premiers caraétères d une frac- 
tion décimale font des 0 1 il peut arriver qu après avoir multi» 
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plié, comme il eft dit ci-dcflus , le produit renferme moins de 
caractères , qu'il n’y a de décimales dans fes faCteurs. Cela fe 
trouve , p. ex. , dans o , 04 X o, 00 j , dont le produit 11 , pris à 
la façon des nombres ordinaires , contient deux caraétères , tan- 
dis que les faCteurs contiennent cinq décimales. Alors on do!» 
écrire à la gauche du produit le nombre ae zéro qu'il faut , pour qu'il 
renferme autant de caraüéret décimaux qu'il t'en trouve dant fetfte- 
teurt. Ainfi 0,04 x o , ooj =0 , oooiz. De même o, 001 6 X 
o , 014 = 0, 0000224. 

67. Division. Pour divifer une fraction décimale par 
une autre, i". on commence par ajouter t t’il le faut , ou fuppoftr 
ajoutés à la fuite du dividende ajfez de zéro pour qu’il ait au maint au- 
tant de décimale 1 que le divifeur. 2°. On divife enfuite l'un par l’au- 
tre , fant faire attention aux décimalet. 3 0 . Dant le quotient ainfi 
trouvé , on fépare autant de décimalet qn'il y en a de plus dant le di- 
vidende que dant le divifeur ; de forte que , s'il y en a le même 
nombre dant let deux , le quotient ejl un entier . 

Exemple. 

4 j 1416 f 1 , 

*» 3 > 4 SÎ- 

Dans cet exemple le quotient a trois décimales , parce qu’il 
y en a quatre dans le dividende & une dans le divifeur. 

La raifon de ce procédé eft que le dividende devant conte- 
nir autant de décimales qu’il s’en trouve en fomme dans le di- 
vifeur &c le quotient ( 6y ) , il faut que celui-ci renferme l’ex- 
cès de celles du dividende fur celles du divifeur. 

68. Problème. Étant donnét deux nombre t qui n’ont pat de 
quotient exa£l % trouver un quotient qui ne diffère pat du véritable d'u-i 

ne unité décimale aufft petite qu’on voudra , t>. ex. de — * — 

o 1 fi» . _ .. r 100000' 

Sol. Operez al ordinaire jufquàce que vous ayez le pre- 

mier refte : ajoutez un zéro à ce refte , & divifant à l’ordinai-. 
re , mettez le quotient qui viendra en décimale à la fuite du 
quotient trouvé ; & continués ainfi jufqu’à çe que VOUS ayes le 
nombre de décimales demandé. 
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■ Exemple. 

Il eft clair que dans cet 
exemple le quotient trouvé 
ne diffère pasdu véritable de 

~^,puifque(6i ) toutes 
Jesdécimales qu’on pourroit 
mettre à la luite ne pour- 
roient valoir — 1 — . 

lOOOOO 

6p. C o r o l t. On petit 
donc réduire une fradion or- 
dinaire en f radian décimale en 
la confidérant comme un rejle 
de divijion , & opérant comme 
ei-dejfur. Quand cette réduc- 
tion ne peut point fe faire 
exactement , on le connoitra 
en voyant revenir les mêmes relies qui fe feront déjà préfentés 
dans quelque divifion précédente , & dès-lors les mêmes fériés 
de caractères au quotient. 



SECTION TROISIEME. 

Des nombres abflraits confide're's par rapporta leurs 

facteurs. 


CHAPITRE PREMIER. 

Des nombres J Impies ir des nombres compojes. 

jP A R M I les nombres abllraits dont nous parlons ic< , cer- 
tains peuvent réfulter de la multiplication de quelques fac- 
teurs , Sc d'autres ne le peuvent pas. Ainfi 4 peut réfulter de 

*1 


3*3* fjj 

16 . X *48, dij*8. 

63 

5* 


104 

8 O 

78 

20 

13 

70 

il_ 

5 ° 

39 

no 

104 

6. 
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1. 1 ; 6 de 1. j ; jo de z. j. y j &c. Mais il n‘y a point de fac- 
teurs dont la multiplication réciproque puifl'e donner les nom- 
bres 3,7,11, &c. ( Si on en excepte ces nombres eux-mé- 
mes multipliés par l’unité qu’en ne doit pas mettre au rang 
des faéleurs ). 

70. Définitions. I. On appelle nombre Jîniple ou nombre 
premier , celui qui ne peut réfulter de la multiplication de quel- 
ques autres. Voici tous ceux qui font au-ddfous de ioo. 

1 » *> S >7> " > » r 7> y *9, U >17>V >43 >47’» 

1} > S9 , 61 ,67 , 71 , 73 ,79, 83,8?, P/. 

71. II. On appelle" nombre compofé tout nombre qui peut ré* 
fulter de la multiplication de quelques nombres amples, comme 
10 qui réduite de z. y 5 12 qui réfultc de 2, z. 3 j 16 quiréfulte 
de z. z. 2. 2. 

On dit encore de deux nombres qu’ils font premiers entr'euse , 
lorlqu’ils n’ont aucun faéteur commun 5 ce qu’on exprime auftt 
en difant qu’ils n’ont aucune mefure commune. Ainfi 8 & ly font 
premiers entr’eux, de même que 10 & zi , 6 & jy , &c. 

72. III. Un nombre eft dit multiple d’un autre, quand il 
le contient un nombre de fois jufte. Ainfi 12 eft multiple de 2 , 
de 3 , de 4 & de 6. Les nombres qui font contenus un certain 
nombre de fois dans les autres , s’appellent leurs fous-multiples 
ou leurs parties aliquotet ou leurs mefures. 

73. Tout nombre compofé réfulte de la multiplication de quelques 
nombres ftmples. Ainfi 24 réfulte de 2. 2.2. 3 j 3y réfulte de y 
7. De forte que fi j’ai à défigner la multiplication de 2+ par 3 y , 
je puis écrire (2. 2. 2. 3 ) ( y. 7. ) & dans quelque ordre que je 
multiplie ces faéteurs , le produit fera toujours celui de 24 
par 3 y. 

74. Un produit doit contenir tout les nombres premiers qui font 
'dans fes fadeurs , & n’en peut contenir d’autres. Ainfi puilôue 10 
réfulte des feuls nombres premiers 2 & y , & que 21 réfulte 
feulement de 3 & de 7,1e produit de 10 par 21, qui eft tto, con- 
tiendra les oecjbtÇÿ ptenjiçrs z *3 > y , 7 j & ne contiendra que 
ceu.x-1^ 
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On peut fe convaincre' de cette vérité en écrivant à la place 
des produifants 10 & 21 , leurs fadeurs Amples 2. $. 3.7. Or, 
quelque fadeur Ample qu’on ajoute , qu'on retranche ou qu’on 
change parmi ceux-là , on n’aura jamais le produit de 10 par 
21. Donc ce produit a pour fadeurs Amples les nombres pre- 
miers 2,3, 5 , 7 , & n’en a point d’autres. 

73'. Si un nombre mefure un autre nombre , il mefurera également 
tous les multiplet de celui-ci. AinA 3 mefure de 12 , doit mefurer 
36, 48 , 72 , qui font des multiples de 12. 

76. Quand un nombre ejl la mefure commune de deux ou de plu - 
fleurs nombres , il l’ejl aujft de leur fomme . & de leur différence. 
AinA 3 étant la mefure commune de 18 & de 12 ( puifqu’il eft 
contenu 6 fois dans le premier, & 4 fois dans le fécond) 
ie fera aulfi de leur fomme 18-1-12, qui le contiendra dix 
fois j & de leur différence 18 — 12, qui le contiendra deux 
fois. 

77. Quand une fradion eft réduite à l’expreflion la plus Am- 
ple , le numérateur & le dénominateur font premiers entr’eux î 
puifqu'il ne leur relie aucun divifeur commun. D’où l’on 
conclura , que fi une pareille fraüion ejl ajoutée à un entier , & 
qu'on réduife le tout en forme de fraüion , le numérateur & le dé' 
nominateur feront encore premiers entr'eux. 

P. ex. A j’ai le nombre mixte 12 j dans lequel 3 & f font 
premiers entr’eux , en réduifant à une feule fraction ( 43 ) j’au- 
rai 6 f 1 . Or , je dis que 63 & f feront premiers entr’eux -, car 
s’ils ne l'étoicnt pas , le divifeur commun de 63 & de f divi- 
feroit auffi 60 multiple de 5 ( 73: ) ; il diviferoit donc 3 , diffé- 
rence de 60 & de 63 ( 76 ) j & par conféquent 3 & 5 auroient 
un divilcur commun , & la fradion ne feroit pas réduite à 
l’expreffion la plus Ample , ce qui eft contre la fuppoAtion. 

Tout nombre eft diviftble fans relie par chacun de ceux qui 
ont été fes fadeurs. Le problème fuivant donne la méthode de 
trouver tous ces divileurs , tant Amples que compofés. 

78. Problème. Trouver tous les divifeurs exaüs d'un nombrei 

Sol. Cherchez d'abord tout les nombres premiers qui divifent exact 
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ttmcnt le nombre propofé , en commençant par les plut peiitt j mul- 
tipliez enfuite tout cet divifeurs fimplet , tant par ettx-mêmet que 
par tes divifeurt compofét déjà trouvés j & te fera là tout let divi- 
feurs exaQs du nombre propofé. 


Exemple I. 


210 
10 p 
iS 
7 


*> ■ 

l, 6 y 

p , 10, iy, 30, 

7 , 14 , ii , 41 , 3 y , 70 , ioy , 110. 


On demande ici tous les divifeurs exa&s du nombre 2io.Pour 
opérer fans confufion , je tire une ligne de haut en bas ; j’écris 
ce nombre d'un coté de la ligne & fon plus petit divifeur Am- 
ple , lavoir 2 , de l'autre côté. Je divife enfuite zio par 2 , 8 c 
j’écris le quotient ioy lous le dividende. Je vois enfuite que 
ioy ne peut plus être divifé par 2, mais par 3 ; j'écris donc 
ce nouveau divifeur à côté, & le quotient 37 au-delfous. 
Elfayant de nouveau fur 35 les plus petits divifeurs Amples , 
je vois que ce nombre elt diviAble par 5, que j’écris vis-à- 
vis , & le quotient 7 au-delfous de 35. Voyant enRn que 7 
n’a d’autre divifeur Ample que lui-méme , je l'écris au rang 
des divifeurs , de façon que 2 , 3 , y , 7 font les feuls divifeurs 
fimples du nombre propofé. 

Pour trouver les divifeurs compofés , je commence à multi- 
plier 2 par 3 , ce qui donne 6 , que j'écris vis-à-vis 3. Je mul- 
tiplie enfuite 2 , 3 , -6 par y , & j’écris vis-à-vis les produits 
10 , iy , 30. EnRn je multiplie par 7 tous les nombres qui lont 
au-delTus, j’écris à côté de 7 les produits 14, 21 ,42, 35, 
• 70, ioy , 210, & ce font là tous les divifeurs exaéts du 

nombre 210. 
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Exemple II. 


360 

z » 





180 

z > 

4, 




50 

a > 

8, 




4 5 

i s 

6, 

il . 

* 4 » 


*5 

i j 

9 > 

18 , 

i 6 > 

7 *» 

• S 

s » 

10 , 

zo. 

40 , 

iy, 30 , 5 o, rzo, 45 1 , po, 180, 360. 


i 


7c, Dans ce fécond exemple on trouve par la même mé- 
thode tous les divifeuts exads de jdo , & en les comparant 
avec ceux du nombre zio ( ex. I. ) on voit que le plus grand 
fadeur ou divifeur commun de ces deux nombres eft jo. Or , 
30 eft le produit des fadeurs fimples z , 3 , y communs à ces 
deux nombres ; d’où l’on conclura que l'oit a le fins grand 
divifeur commun de deux nombres , fi l’on prend le produit des fac- 
teurs fimples communs à ces nombres. 


CHAPITRE II. 

T) es puijjances 6* de leurs principales propriétés. 

80. U a n d un même nombre entre plufîeurs fois comme 
fadeur dans la compofition d'un autre , le produit qui en ré- 
fulte s’appelle une puiffance de ce fadeur , qui par cette raifon 
s’appelle racine relativement à ce produit. Ainfi , puifque 4 
=5= Z. 2 , 4 fera la fécondé puijfance , ou le quarré de z , & z 
en fera la racine quarrée : puifque 8 = z. z. 2 , 8 fera la troi- 
f tme puiffance , ou le cube de z , & * fera fa racine cubique t 
de même 1 6 fera la quatrième puijfance de z , 3a en fera la c*u- 
quième , & ainfi de fuite. Au lieu d’écrire la racine plufîeurs fois 
de fuite , pour défîgncr une puiffance,, on l'enferme entre deux 
crochets , & on met a coté , & un peu au-deffus , un chiffre qui 
défîgne combien de fois elle entre comme fadeur dans lapuif- 
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fance. Ainfi (x) 1 défigne 2.2 ou la fécondé puilfance de z j 
(a) 3 en défigne la troifième ; (z) + en défigne la quatrième. 
Ce chiffre écrit au-delïus s’appelle l'expofant de la puilfance. 

La table fuivany: préfente les quarrés & les cubes des dix 
premiers nombres. 

Quarrés. i : 4 : 9 : 16 : 2J : 36 : 49 : 64 : 81 : 100. 

Cubes... 1 : 8 ; 27 : 64 : izp : zi6 : 343 : fiz : 729 : 1000. 

81. On obfervera comme une propriété remarquable de ces 
nombres , i". Ça» (i dans la fuite des quarrés on foufirait de chacun 
celui qui le précède vers la gauche , on forme la fuite des nombres 
impairs 3, $ , 7, 9, xi, 13 , IJ , 17, 19, &C. qui croiffent 
toujours de z. 

z°. Que fi dans la fuite des cubes on foufirait de chacun 
celui qui le précède , il vient la fuite 7 , 19, 37, 61 , 
91 , 127, 1 69, 217, 271 , qui paroît d'abord irrégulière. 
Mais Ji chacun de ces termes ejl foufirait encore de celui qui le pre- 
cède y on a celle-ci 12 , 18 , 24 , 30 , }6 , 42 , 48 , J4 , dans la- 
quelle chaque terme augmente régulièrement de 6. 

82. Tout nombre pairfe peut divifer exadement une ou plu- 
lîeurs fois par 2, jufqua ce qu'on parvienne à un quotient im- 
pair. Ainfi 30 ne peut être divifé qu’une fois par z , parce que 
le premier quotient efi 1/: 28 peut l’être deux fois, parce que 
le premier quotient efi 14, & le fécond efi 7 : 24 peut l’être 
trois fois , parce que le premier quotient efi 12 , le fécond 6 , 
& le troifième 3. Le nombre 2 entre donc dans la çompofi- 
tion d’un nombre pair une ou plufieurs fois comme fadeur 
avec un nombre impair ; d'où l’on conclura qu’un nombre pair 
quelconque efi le produit d'un nombre impair multiplié par lt nom- 
bre z , ou par quelqu’une de fes puiffances. Ainfi 30 = 2. 1$ ; 28 
= (2)». 7} 2 4 =(2) 3 . 3. 

83 . Une puijfance ne peut avoir d’autres fadeurs en nombres pre- 
miers que ceux qui font dans fa racine. Car la puilfance efi un 
produit dans lequel la tacine entre un certain nombre de 
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fois comme produifant. Or, un produit ne contient d’autres 
Fadeurs en nombres premiers que ceux qui font dans fes pro- 
duifans (74)- Ainfî le quatre de io, qui eft ioo , n'a d’autres 
fadeurs ou divifeurs fimples que z & y , qui le font de 10. Son 
cube qui eft 1000, fa quatrième puiflance qui eft 10000 n'ont 
également que ceux-là. 

84. De là on peut conclure , i°. Que Jî deux nombre t n'ont fat 
de faCleur commun , leurs puiffances quelconques n'en auront point ; 
ou bien, que deux nombres étant premiers entreux , ils le feront en- 
core à quelque puijfance qu'on les élevé. 

85. z° .Qu un entier joint à unefraÜion réduite à l'expreffton la plus 
ftnple ne peut devenir nombre entier fetil par fon élévation à quelque 
puijjance. Car il faudrait pour cela qu’en réduifant le tout à une 
feule fradion , 8c l’élevant à différentes puiffances , le déno- 
minateur pût divifer exadement le numérateur. Or , cela eft 
impoffible ; puifque ces nombres étant premiers entr’eux dans 
la racine (77) le feront encore dans les puiffances ( 84). 

26 . 3 0 . Qu’une fradion proprement dite, ne peut jamais devenir 
nombre entier , par fon élévation à quelque puijfance. Ainfi (b) 1, 

devient -, (’) devient—* 

87. R e m a r q u e s. Nous n’avons parlé jufqu’ici que des 
puiffances des purs nombres abftraits ; mais il, eft clair qu’on 
peut former des puiffances avec des nombres pofitifs & néga- 
tifs , puifqu’on peut les multiplier les uns par les autres ( 16 ). 
Or, 4-2 x+ 2, ou (4-2 = 4 - 4 , de même — 2 X — 2 

ou ( — 2) 1 =4~4;4-2X4-2 X 4-2 ou (4- 1 ) 3 = 4 - 8 ; 
— 2 x — z X — 2 ou ( — • 2 ) 5 = — 8 , de meme ( 4 - z ) 4 ou 
( — 2 ) 4 = 4- 16 ; ( 4 - 2 ) s = 4 - 31 & ( — z ) 5 = — 3 »* 
D’où l'on conclura que quel que fait le Jigne de la racine , celui 
de la fécondé , de la quatrième , de lafxième & de toutes les pu'tf- 
’fances d’expofant pair fera 4-. Mais que le ftgne de la troijième , de 
la cinquième , de la feptieme & de toute autre puijfance d’expofant 
impair fera 4- ou , ftivans que le Jigne de la racine fera 
tu — . 
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88. Il s’enfuit de là , qu'il efl impoffible qu'un nombre réel ait 
une puijfance d' expo fant pair négative. Car une pareille exprelïion 
feroit contradi&oire j puifque la notion qu’on a ( 87 ) d'une 
puiffance d’expofant pair fuppofe des fadeurs en nombre pair , 
8 c que la notion des puilfances négatives les fuppofe en nom- 
bre impair. 


CHAPITRE III. 

Des racines &• des nombres irrationnels 6* imaginaires qui 

en réfultent. 

N O u s avons déjà vu qu’on appelle racines , ces nom- 
bres qui multipliés par eux-mêmes forment les puilfances. On 
les diftingue par les différents degrés de leurs puilfances. Ainli , 
on dit racine fécondé ou quarrée , racine troijième ou cubique , 
racine quatrième , racine cinquième , &C. 

8 p. Il eft impoffible qu’un nombre fraétionnaire comme * f 
ou un nombre mixte, comme 4 * puiffe être la racine exaéle 
d’un nombre entier quelconque (86, 8 y). Il faut donc que. la racine 
d'un entier foie un entier , ou bien quelle fois indéterminable en 
nombres , foit entiers , foit fraClionr.aircs , foit mixtes. 

En obfervant la fuite naturelle des nombres entiers , on 
voit qu’il y en a peu dont les racines puiffent être des en- 
tiers. Parmi les cent premiers nombres , p. ex. il n’y en a que 
dix dont les racines quarrées foient des entiers , il n’y en a 
que quatre qui ayent des entiers pour leurs racines cubiques ; 
& il y en a encore moins pour les racines plus baffes. Il faut 
donc que tous les autres nombres ayent des racines indétermina* 
blés. Tels font * , } 1 y , 7 , 10 , 11, &c. C’eft pour déligner 
ces fortes de racines qu on a imaginé , le ligne ^ dont on cou- 
vre le nombre qu'il doit affeéler. Ainli \/ iz défigne la racint 
quarrée de iz, On écrit un chiffre dans le ligne , pour déter- 
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miner les différents degrés de la racine. Ainfi y , y , V; &c. 
défignent les racines troifième , quatrième , cinquième , &c. 

pd. Quoiqu’il n’y ait ni fraétion ni nombre mixte , qui 
exprime exactement la racine d’up entier , quand elle n’eft 
pas un entier elle-même ( 8p ) , on peut cependant en appro- 
cher toujours , & même fixer les limites entre lefquelleselle 
fe trouve. P. ex. , je vois dabord que y/ 6 eft plus grande que 
i , & plus petite que 3 , puifque 2X2 donne 4 <. 6 , & que 
3 X 3 donne p > 6 , \ Pour en approcher davantage , je 
prends 2 - , ou ^ j l’élevant au quarré j’ai ~ ou jh, qui 

«tant plus petit que 6 , m’indique que 2 f -< y/ 6 . Je prends 

cofuite 2 \ ou î , dont le quarré ~ ou 6 | furpalfant 6 , me 

montre que 2 ~ > y/ 6 . J’effaye 2 dont le quarré y ^ me fait 

voir que 2 j < V <>• D’où je conclus que cette racine eft 

entre 2~ 8 c 2 7. > 

î 3. < 

D'ailleurs , je fuis afliiré que y/ 6 peut être nombrée avec 
d'autres racines ; qu'étant multipliée une fois par elle-même 
elle donne 6 ; qu’étant multipliée trois fois par elle-même elle 
donne 36. Cela fufiit pour conclure qu elle eft un vrai nombre , 
quoiqu’elle ne fait ni un entier ni une /radio n ni un entier ) oint à 
une fraÜion. 

pi. Ces fortes de racines des nombres qui . ne font pas des 
puiffances exaétes du même degré que la racine, font ap- 
pelées nombres irrationnels ou incommenfurables , ou bien en- 
core quantite's four des. 11 y en a d’autant d’efpèces qu’on peut 

imaginer de racines. Ainfi y/ 2 , y/ y , y/ Ia , font des nom- 
bres irrationnels de différentes efpèces. Par oppofition à ceux-là 
les autres nombres entiers , fractionnaires ou mixtes , font 
appellés des nombres rationnels ou commenfurables. 


( * ) Ce caraftère < delîgne plus grand eu (lus fuit , fuivaar que la peint* 
jsft tournée à droite ou à gauche. 
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. çz. De ce que nous avons dit plus haut ( 87 ) , il s’enfuit 
qu’une puiflance d’cxpofant pair cil toujours pofitive , mais que 
fa racine elt indifféremment pofitive ou négative : ainfi y/ -f- 

4 , ou y' -J- 16 cil 4 ^ 1 > c’efl-à-dire , l'alternative de -f- 1 ou 
de — 1. Or , quand une racine eft d’expofant pair , la puif- 
fance à laquelle on la rapporte eftcenfée être également d’ex- 
pofant pair. S'il arrive donc qu’une telle racine foit rapportée 

à un nombre négatif , comme dans y/ — '4 , \/ — » 

on fuppofe réunies deux chofes contradiftoires , favoir , 
une puiflance paire & un nombre négatif qui la forme. Voilà 
pourquoi on appelle ces fortes d’exprcfiïons , des racines im - 

4 

pojjibles ou imaginaires. Telles font t cellcs-ci : V — 1 , v — 10 » 

8 

V — J ®- 

Quoiqu’il répugne qu’on puifle approcher de la valeur des 
imaginaires , ainfi qu’on approche de celle des incommenfu- 
rables , elles peuvent cependant être nombrées , & même 
former des nombres réels par la multiplication. Ainfi , nous 
concevons >/ — z comme donnant — z , en la multipliant par 
elle-même, liien n'empêche donc de mettre les imaginaires au rang 
des nombres. 

OBSERVATION GÉNÉRALE. 

P}. D’après tout ce que nous avons dit jufqu ici , on voie 
qu’il faut diftinguer trois efpèces de purs nombres , favoir , 
les rationnels , les irrationnels 8c les imaginaires : que la première 
efpèce contient les entiers, les fractionnaire s & les mixtes ; 
la fécondé toutes les racines des nombres qui ne font pas des 
puiflances exaétes du degré de la racine ; mais defquelles on 
peut approcher : la troifième , les racines d’expofant pair des 
nombres négatifs. Si nous voulons donc dorénavant démon- 
trer quelqile propriété générale des nombres , ou bien établir 
quelque méthode qui s’étende fur tous , il faudra parcourir 
en détail leurs différentes efpèces , 8c les foudivifior.s de cha- 
cune } qui vont à l’infini 3 ou bien il faudra au lieu de chiffres 
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employer des fymboles qui rcpréfcntent tous les nombres 
quels qu’ils foient. Ces fymboles doivent être des caraéteres 
auxquels l’ulagc n'ait attaché aucune valeur numérique , 
comme par exemple les lettres de l'alphabet. L’arithmétique 
fymbolique qui naitra de là , fera évidemment la fcience de 
toute forte de nombres , ou bien /’ aritkmêtiqHe univerfelle > 
c’eft de celle-là que nous allons parler dans la fécondé partie 
de cet ouvrage. 
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Ê L £ M E N S 

D E 

MATHÉMATIQUES. 

SECONDE PARTIE. 

De l'Algèbre. 

( '■■.~ — -^== ) 

SECTION PREMIERE, 

Des Notions générales & des principales opéra- 
tions de U Algèbre. 


CHAPITRE PREMIER, 

Définitions f Notions préliminaires & principes de 
convention. 

94. If j ' ALGEBRE ejl unt fcience qui traite ces propriétés gé- 
nérales des nombres far le moyen des [ymboles qui les repréfenteny_ious m 
On l’aappellée pour cette raifcn Arithmétique fpécieuje. Comme 
les lettres de l’alphabet n’ont parmi nous aucune valeur nu- 
mérique , & que l’ufage en eft familier , on les emploie de pré- 
férence à d’autres caractères , pour être les fymboles de toute 
forte de nombres. 

Fi) 
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9 j. On appelle terme algébrique une ou plufieurs lettres écri- 
tes de fuite , comme a ou abc ou cde. 

Puifqu’il y a des nombres pofitifs & négatifs , il a fallu que 
les termes algébriques qui les repréfentent , fuffent diftingués 
par les lignes d’oppofition ■+- 8c — . Ici donc , comme dans 
l'Arithmétique , on appellera poftifs les termes qui feront pré- 
cédés du ligne -f- , & négatifs ceux qui feront précédés du lig- 
ne — . 

96. On appelle quantité algébrique un ou plufieurs termes 
écrits de fuite avec leurs lignes. Ainfi <»é ou ab-t-bc—cd 
font des quantités algébriques. Quand la quantité ne contient 
qu'un feul terme , elle eft incomplexe, 8c s’appelle monome. Si elle 

• en contient plufieurs , elle eft complexe , 8c on l’appelle en gé- 
néral polynôme. Le polynôme prend le nom particulier de bi- 
nôme , s’il n’a que deux termes 5 celui de trinôme , s’il n’en a que 
trois h celui de quadrinome , s’il n’en a que quatre , 8cc. 

97. Afin d’énoncer 8c d’écrire plus brièvement les quantités 
algébriques , on eft convenu de ce qui fuit. 

i°. Qu’un terme qui ne ferait précédé d’aucun ligne , ferait 
cenfé avoir le ligne -+- , 8c repréfenter un nombre pofitif. 

ï°. Que les lettres écrites de fuite , fans être féparées par 
quelque ligne , repréfenteroient des nombres qui font cenfés le 
multiplier. Ainfi abc lignifie la même chofe que a X b X c* 
Et comme plufieurs nombres multipliés enfemble donnent le 
même produit dans quclqu'ordre qu’on les multiplie ( 73 ) il eft 
indifférent d*écrire abc ou acb ou bac. 

5°. Pour abréger encore on eft convenu qu’un chiffre placé à 
la droite & un peu au-deffus d’une lettre , défigneroit combien 
de fois cette lettre doit être écrite de fuite. Ainfi o 1 lignifie 
aa , ou bien aXa ; a } b déligne aaab , ou bien aXaXaXb. 
Ce chiffre s’appelle expofant , 8c les lettres qui n’en font point 
accompagnées , font cenfées avoir l’unité pour expofant. 

98. Remarque. Quelquefois on prend pour expofant un nombre 
indéterminé , comme ici a m . Quelquefois aulfi l’expofant fe rap- 
porte à tout un terme comme dans a b 1 ou (aé) 1 , qui 
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fignific a b X a b ; ou bien à toute une quantité complexe 

comme dans a-hé 5 ou(a-f-é) J > < l u ‘ P our u X 

à -hé X a -M>. Mais alors on couvre cette quantité d’an trait 

au bout duquel on place l’expofant comme dans --Ha 3 , ou 
bien on la renferme entre deux paranthèfes de cette manière 
(a -hé) 5 . En général l'txpofant défigne toujours combien de fois 
la même quantité entre four faüeur dans un produit, 

99 . Deux ou plufieurs termes font femblakles , lorfqu’ils con- 

tiennent les mêmes lettres accompagnées des memes expofants. 
Ainfi dans a b L -h a b 1 -h a é» les trois termes font lemblables. 
On peut donc ici prendre le terme a b 1 pour unité à" le nombrer avec 
fes femblables. Ce qui donnera 3 fois a b 1 ou a b 1 X 3, ou bien 
3 a é». » 

100. Le chiffre qu’on place à la tête d’un terme eft appelle 
coeffiiient ; il en eft un faéteur & défigne combien de fois de 
fuite le terme devroit être répété. Ainfi 3 ac défigne 3 X a c , 
ou 3 fois a c , ou bien ac + «c+ac. 

roi. Quand un terme n’a pas de coefficient exprimé , on peut 
l’envifager comme ayant l’unité pour coefficient. A:nfi a l b eft 
■la même chofe que ia l b. Quelquefois auffi on prend pour coef- 
ficient un nombre indéterminé ; mais alors on l’enferme entre 
deux paranthèfes , comme étant un faéteur qui multiplie lerefte. 
Ainfi dans (a + i)Ld+itft le coefficient de d. 

102. Coroll. Il y a donc une grande différence entre un 
expofant 8c un coefficient j car fi l’on prend a 1 8c ia , & qu'on 
fuppofe a = 4, on aura a 1 = 4x4=16» & s. a =4 -h 4=8. 

103. Une quantité algébrique a autant de dimenfions , qu’elle 
contient de faéteurs fimples. Ainfi a 1 eft de deux dimenfions , 
parce qu’elle a deux faéteurs fimples a x a. De même le pro- 
duit a + txn + o feroit de deux dimenfions ( le trait qui cou- 
vre le binôme a -h b , défigne que la multiplication s’étend aux 
deux termes ). 
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CHAPITRE IL 

De la réduction j dê V addition &■ de la fouflraclion des 
quantités Algébriques. 

'°<L A réduction e/l un changement fatt dans l expreffion d une 
quantité , par lequel on la ramène au plus petit nombre poffible de ter- 
mes j fans changer fa valeur. Cette manière de Amplifier fuppofe 
qu on réduit pluficurs termes en un feul , ce qui ne peut avoir 
lieu que pour les termes femblables ; parce qu’ils font les feuls 
qui puiffent être nombrés les uns avec les autres. Ainfi a 1 -+-2 a 1 •+• 

5 a 1 deviennent 6 a 1 par réduétion j.mais a 1 ■+■ b 1 -+- j c ne fau- 
roient fe réduire , parce qu’aucun terme ne peut être nombre 
avec les autres. 

ioy. Règle. Si plufteurs termes femblables ont même ftgne i 
réduifés-ies à un feul , qui ait pour coefficient la fomme de tous les coef- 
ficients : s'ils ont différents ftgnes , prenez la fomme des coefficients po - 
Jitifs & celle des négatifs , écrivez le terme une feule fois avec un coef- 
feient égal à la différence des deux femmes & le fgne de la plus 
grande. . 

Exemples, ja 1 b -f- c 1 -f- a b q-— c 1 4- a b d -b a 1 b de- 
vient par la réduétion 4 a l b -b abq-b «bd. .. 8a + rd-4- 3«*C 

— 7 a 4 c d — ja l c, devient a 4 c J. 

Si l’on écrivoit des nombres à la place des lettres qui les repré- 
lentcnt , on les réduiroit de même pouvu qu’ils euflent une uni- 
té commune. Ainfi 4-4-7 — 3 devient -t-8. 3 — r 6 — 8-+-11 de-> 
vient o. Mais l’expreflion 12 4- 1/3 — \/4 ne fauroit fe réduire, 
par ce que fes termes n’ont point dhinité commune. 

106. Remarque. Pour reconnoitre plus aifement les ter- 
mes femblables , il eft bon d’écrire les lettres fuivant 1 ordre al- 
phabétique , fur tout s’ils en contiennent beaucoup. Il eft com- 
mode aufli de marquer d'un même ligne chacun des termes fera-» 
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blables qui fe trouvent dans une quantité , afin de prendre plu* 
aifémcnt leur Comme ou leur différence. Ainfi dans 4 ah de 

- t-zcd-+-6dcr-h<t df — ^ a* c d e — 7 de r -4- y a d f — Ia i cde 
• • • • 

•+• * y -f- $ c d , qui Ce réduit à 2 a* ede-t-fed — d cr ■+. 

6 adf-+-xy , les termes Temblablcs font marqués par des points 
difpofés de la même manière. 

107. Addition. Dans l'addition de plujieurs quantités Al 4 
gébriques , on fe propofe d'en former une feule qui vaille leur fomme 5 
& pour cela on les écris les unes à la fuite des autres avec leurs 
fanes. 

EXEMPLE. 

» 

r. • > . • f qa 1 c—bd-f-a.a* r 

Quantités a ajouter -j ôbd—xa'c 

— 4 iV-f-jaé. 

Somme .. . 4a*c— bd-hqa+r-*-6bd— 2a*c— qa*r-t~iab. 

Cette fomme fe réduit à za'c pbd-q- $ab. Avec un peu 
d’habitude dans le calcul on réduit les quantités algébriques 
en les écrivant. 

108. Remarque. On n augmente pas touj'ours une quan- 
tité en lui en ajoutant une autre ; car fi à ab on ajoute — a , la 
Comme ab •— a fera pluspetite que ab ( 16 ). En géhéral , ajouter, 
à une quantité celle d’une efpece oppofée , c’ejl la diminuer dans fois 
efp'ece j & lui ajouter celle de fa propre efpice , c’ejl l’augmenter. 

109. Soustraction. On fe propofe dans la foujlradion al-i 
gébrique , de connaître la différence de deux quantités. Pour cela on 
écrit la quantité qu'on veut foujlr aire à la fuite de l’autre en chajfa 
géant fis ffgnet de ^ en — , & de m 4-, 
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Exemp le*. 


Quantité donnée ab-±- c Quantité donnée... 2 xy — zax 

Quantité fouftraite . . . ac — d Quantité fouftraite.. xy — zax 


Différence.... ab ~\~c — üc ■+- à 


Différence xy 


Nous avons démontré ailleurs ( 18 ) la néceflîté de change r 
les lignes de la quantité fouftraite. On peut s'en convaincre en- 
core ici , en obfcrvant que fans cela la différence ajoutée à la 
quantité fouftraite ne rétablirait jamais la quantité propofée 
ce qui feroit contre la nature de cette opération ( 10). 

110. Remarques. I. Si la quantité àfoujlraire cjl une fraüion , 
ch ange z feulement let fgnesdefon numérateur , ou de fon dénomina- 
teur : car comme on le verra plus bas , fi les uns & les autres 
étoient changés à la fois la fraétion relierait telle qu’elle a été 

a 1 — *1 

propofée. Ainfi pour fouftrairé ■ de b , j'écris b •— 

' a — * 

a 2 — x 2 

• , ou bien b H . 

a — x — a x 

II. Ainfi que l’addition n’augmente pas toujours une quan- 
tité , de même la fouftraétion ne la diminue pas toujours ; 
car — b fouillait de a donne a -+- b > a. 


CHAPITRE III. 

De la multiplication. 

D A n s la multiplication algébrique , on fe propole le même 
objet que dans la multiplication numérique. C’ell pour cela 
qu'il faut opérer fur quatre chofes , fur les lignes , fur les coeffi- 
cients , fur les lettres & fur les expofants. 

ni. Règle. i°. Le produit des termes qui ont des fgnes femblables 
tfl pofttify & celui des termes qui ont des ftgnes differents t(l négatif. 
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l\ On multiplie les coefficients à la façon des nombres. 

3°. Les lettres s'écrivent les unes à côté des autres fans fgne. Ain 11 
a X b devient a b. 

4*. Une lettre commune aux deux fadeurs s'écrit une fois au produit 
avec un expofant égal à la fomme de fes expofants , & chacune des au- 
tres s'écrit avec fort expofant. Ainlï a l b X abc = ù>b l c. 

J°. Si quelque fadeur , ou tout les deux à la fois font des polynômes j 
on multiplie l'un par chaque terme de l'autre , & de la Jomme de cet. 
produits partiels on forme le produit total. 


Exemple. 

iab 1 cx6ak i ç=iiZa x bh x I -. 6c idx—\d*r=: i ^d’r. ’ 

4 a } b X— 6 ad = — iqa+bd j 7a 4 -)-. — a 1 Xi - i — b =* 
r iqa^-Ç-qa^b^c—la^ 

7a 4 £— zi 4 c-f-a*£ J 

D e m. i°. La règle des lignes eft fondée fur les mêmes rai- 
» fons que celles que nous avons déjà données pour la multipli- 
cation des nombres politifs & négatifs. 

x°. La règle des coefficients eft fondée fur la nature de ces 
nombres ;car 3 a x i £ = 3 x«XUi = jxi X« x é = 
6 X a X b = 6 a b. 

3 0 . La règle des lettres eft de convention (97). 

4°. La règle des expofants fuit auffi de la nature des expo- 
fants 5 car b 1 x b* eft la même chofe que b b xb b b = b b b b b 
z=bK 

j°. La cinquième partie de la règle eft fondée fur la même 
raifon qui fait que dans la multiplication numérique on mul- 
tiplie le multiplicande par chaque caractère du multiplicateur , 
& que de la fomme des produits partiels on forma le pro- 
duit total. 

* 

iiz. R e M a r q u E S. Pour multiplier un polynôme quelconque 
$ar une quantité , il fuffit d'écrire cette quantité dans chaque terme 

G 
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du polynôme. Ainfi /> ^ r H— i X* devient p q x-f-r x -t-x.Bonâ 
réciproquement ,fi une même quantité ejl écrite dant plufteurs termer 
confiait if scelle fait un produit avec tout les autres faÜeurs qui entrent 

dans ces termes. Ainfi a 1 x 1 — b z x z eft le produit de a 1 — b z X* 1 » 
x — bx-\-x z c eft le produit de i — b-t-xc X*. 

Pour exercer les commençans dans la pratique de cette opé- 
ration , nous allons placer ici les exemples luivans. 

Exemples. 

Multiplicande. ...... a -i- b 

Multiplicateur a — b 

r a 1 -h a b 

Produits partiels . 

I —a b — £» 

Produit total a 1 — b 1 . 

\ . 

Multiplicande a 1 -f- z a b -+- z b z 

Multiplicateur a * — z a b -\-zb z 

z <a 5 b -Hz a z b z 
— z a* b — 4 a 1 b 1 — 4 a b* 

-H z a 1 b z -H 4 a b i -f -4 b* 

Produit total « 4 -H 4 

Multiplicande 4 <j -H z £ c 

Multiplicateur 4«+zif 

f 16 a z -H 8 abc 

Produits partiels . . . 

t -H 8 a b c -H 4 b z c z 

Produit total. 
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CHAPITRE IV.. 

De la divifion. 

7 1 j B J E T de la divifion algébrique étant le même que 
' celui de la divifion numérique , il faut , fi l’opération eft bien 
faite, que le quotient multiplié par ledivifeur rétablllfe le divi- 
dende. C’eft de ce principe qu’on déduira toutes les règles de 
la divifion. 

On indique cette opération en féparant les deux quantités 

par un trait , comme — > quelques-uns les féparent par deux 

points , comme a 1 : b.* . 

Quand on propofe à diviler une quantité algébrique par une 
autre, il ne peut fe préfenter que trois cas diiférens , favoir : 
i°. Que le dividende & le divifeur foient tous les deux mo- 
nômes. 2 0 . Que l’un foit monome & l’autre polynôme. 3". Qu ils 
loient tous les deux polynômes. 

PREMIER CAS. 

Divifion des quantités monomes. 

114. Règle des signes. Le quotient det fignes fembla- 

blet cji pojitif , & le quotient det figues différents e fi négatif. Aiafi 

•+“ “P" 

— ou— =-+- ; — ou— = — • 

—f— — ^ ( t 

ny. Règle des coefficients. Les coefficients fe divifent a la 

façon des nombres , & fi la divifion ne peut fe faire exactement , on 

les met au quotient en forme de fraClion réduite a l expreffion laplus 

fimplc. 


* Nous n*ufcrons jamais de cc figue de divifion > crainte qu* 
Içs Milons ayec des fcaüiogs. 


on ne confonde 

Gij 


1 
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116. Règii des lettres & des expofants. i # . Toute lettre 
àu divifeur qui n'a fat fa pareille dant le dividende , fe met en frac- 
tion fout le dividende. Ainfi pour divifer a par b , j’écris f . 

x°. Si quelque lettre du divifeur a fa pareille dans le dividen- 
de , ou bien elle a même expofant par tout , & alors on t'efface 
mettant i à fa place dans le ter me ou elle efl feule ; ou bien elle a 
différons expofants , alors on l'efface feulement dans le terme oit elle 
a le plus petit expofant ( mettant r à fa place ,ft elle y eft feule , ) & 
on l’écrit dans l’autre , avec un expofant égal à la différence des ex-, 

r . • r a I 

volants. Ainli — = — =a j— =— • 
a i b’ b> 

Toutes ces règles font fondées fur ce que nous avons dit 
plus haut ( i t j & 36 ). 

Exemples. 


4* x b , tb x c 1 , 6 b*cd t r 3 r a 4 rd 

— — 2 a b. 1 ==- b. • 

—2a izbc 4 2 b*c 1 d i 4 bcd 


I 1 

— a 4 c*d } 


I 2 

-c x d" 


SECOND CAS. 

Divifion de deux quantités dont l'une ejl polynôme £• 
Vautre monome . 

1 17. Règle. I. Si le dividende ejl polynôme & le divifeur 

monome , opérez fur chaque terme en particulier , comme dans le cas 

. . .a x bx — a x cx-\-qx x l — xl-\- a x x x 

precedent. Ainli — - — —a 1 b-i-a 1 c — q ; — 

=1 — x-f-a 1 . 

11 8. C o r o l l. Quand une même lettre fe trouve dans pltt- 
Jîeurs termes confécutifs , pour les divifer par cette lettre , il fufft de 
l'effacer par tout avec le même expo[ant ( ayant égard aux changement 
de figne , & mettant 1 dans les termes oit elle efl feule ). Ainfi 


II. Si le dividende eft monome & le divifeur polynôme 
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ï®. Le quotient fer* fra£lionnaire. z°. Cette fraction fera réduite à 
fa plus fimple exprtffion , en effaçant les memes quantités dam le di- 
vidende & dans chaque terme du divifeur ( mettant toujours i dans 


le terme qui r/l tout effacé ). Ainfi 


2a l ~—a ! -L — a 5 z — . — a 


a 1 c 


a e 


a 1 -. — ai U ae— bd 


TROISIEME CAS. 

Vivifion des quantités polynômes. 

119. La première chofe qu’il y a à faire dans ce cas , c’efl 
d'ordonner le dividende & le divifeur par rapport à une lettre 
commune à tous les deux, c'cft-à-dire , d'en écrire les termes 
fuivant l’ordre décroijfant des expofants de cette lettre. Si cette 
lettre entre dans pluficurs termes avec le même expofant , 
on les écrit avec leurs lignes les uns fous les autres , & cet 
aflemblage eft confidéré comme un feul terme complexe. On 
opère enluite en détail comme dans la divifion numérique ( 41 ). 

Exemple I. 


X* — ax l -b abx — abc 


Dividende, 


A.. 


{ x’ — ax‘ 

O o 

-*r 

— r * 1 

{ 


aex 


bcx 


— * J -I- fl * 1 — abx 
00 o 

-h bx l 
o 


— xa -h ab 

— bx 


} Di 


Divifeur. 




Quotient . 




— r * 1 -+- aex — abc 

o • 

bcx 
o 


— r * 1 
' 


— aex -f- abc 
o o 

bcx 
o . 


Tout étant ordonné par rapport à* ( Ex. I. ) , je dis^ = 
* que j’écris au quotient j je multiplie le divifeur par * , Se 
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j’en écris le produit en A avec des lignes contraires , polir le 
foullraire du dividende. Plaçant o fous chacun des termes qui 
fe détruifent, j’écris le relie en R , & je dis enfuite : — 

— = — ' f ; j’écris — tau quotient. Multipliant & foullrayant 

à l’ordinaire , j’écris le produit en B , & comme il ne vient pas 
de nouveau relie , j’en conclus que le quotient exaét eft 
x — c. 

120. Il Faut, s’il le peut, ordonner de telle forte que le 
premier terme du divifeur foit incomplexc , comme dans l’exem- 
ple précédent ; & fi cela ne peut le faire, il faut chercher le quo- 
tient en détail, en divifant à part chaque terme complexe 
du dividende par tout le divifeur. Pour cela , ordonnez l’un & 
l'autre par rapport à une nouvelle lettre qui rende le premier terme 
du divifeur incomplcxe, & le premier terme du dividende au fi 
complexe qu'il fera pojftble. 

Exemple II. 


Divi- 

dende 


a 5 — a *bc — a 1 b l +ab 1 c-i-bi 

O 


{ ai — a 4 bc-a 3 b-m 

ai b — a 4 c — a 3 b 1 
o 

i 


— a’-ha z i* 

* { ° 

O 


{ —a*bc—-a^b-hab 1 
o o 

— Sc—aH*- 
o 

( — f-a 4 <r — ab l c 
-R ) o o 
B -haHc 


c-hb* 


■a *b-hb 5 
o 


f — a j Zh 

R* 1 — V 

V o 

{ -ha } b— 


<J ? — b l 
-ha’b 


} Di 


Divifeur 


a z — 2c— 

*} 

Quotient 

CC 

aze i ) 

a 3 b- ha 3 

a z 

( Caz 
-a*bc— a*c 

e 2) 
<J 3 é-f-a 3 

AC 

( Caze 
—a’b 1 —a$b 

3 ) 

aH-ha 1 

— b 
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Le dividende & le divifeur étant ici ordonnés par rapport 
à la lettre a ( Ex. II. ) ont chacun pour premier terme une 
quantité polynôme ou complexe j c’elt pourquoi je divife cette 
quantité à part, en ordonnant par rapport à la lettre b {Voy. 
Caze 1 ), & le quotient jufteefta 1 } multipliant le divifeur 
par a 1 & changeant les lignes, j’ai la quantité Ajpuisrédui- 
fant le tout , le premier relie eft R'. 

Pailque le premier terme de ce relie ell complexe ainfi que le 
premier terme du divifeur , j’en fais encore une divilion à part j 
& en les ordonnant par rapport à la lettre b ( Voy. Gaze z ) le 
quotient ell — ac ; multipliant — ac par tout le divifeur , j’ai 
en changeant les lignes , le produit B , & après la réduélion 
il vient pour fécond relie R". 

Puifqucle premier terme de ce fécond relie cil encore com- 
plexe , j'en fais la divifion à part ( Voy. Caze j ) , 8c le quo- 
tient ell — b. Multipliant — b par le divifeur , & changeant les 
%nes > j’ai la quantité c j réduifant enfuite à l’ordinaire , il 
ne me relie rien. D’où je conclus que le quotient exaét eft 
a 1 — ac—b. 


CHAPITRE V. 

Où Von enfeigne à trouver tous les divïfeurs exacls d’Une 
quantité algébrique , &* où Von démontre la méthode 
déjà donnée pour déterminer la plus grande mrfure 
commune de deux nombres. 

*11. P Our trouver tous les divifeurs exaéls d’une quantité 
algébrique , on opère comme dans les nombres j c’ell-à-dire , 
qu’on divife d’abord la quantité propofée par tous fes divi- 
feurs limples , jufqua ce que l’on ait l’unité pour quotient, 
Cnfuite on multiplie tous ces divifeurs les uns par les autres , 


i 
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& l’enfemble de ces produits &■ de ces divifeurs /impies , ren- 
ferme tous les divifeurs exaéts de la quantité propofée. 

Exemple. Soit la quantité a i b-+-a z b z dont on demande 
tous les divifeurs ; je les difpofe comme on le voit ici. 


<t 1 b-f-ab 1 
Slb-j-L z 
a-t-b 
Z 


a. 

a , a 1 . 

b , ab , A z b. 

£-+-é, a z ~^~ab> ab-\-b z y A 1 b l -\-ùb z ) 


Je tire une ligne de haut en bas , pour féparer les divifeurs ; 
puis divifant la quantité donnée par a , le quotient e/l a z b-\-ab z , 
que j'écris fous la quantité propofée. Je vois que ce quotient 
peut être encore divifé par a. j’écris donc a à la droite, &le quo- 
tient ab-t-b 1 à la gauche de la ligne. Multipliant enfemble les di- 
vifeurs trouvés , j'ai a 1 que j'écris à la droite & fur la même 
ligne que a. ab-+-b z ne pouvant être divifé que par b , j’écris b à 
la droite de la ligne verticale,& le quotient a-hb à la gauche. Je 
multiplie tous les divifeurs trouvés par b , & j’écris fur la même 
ligne les produits ab , a z b. a-t-b ne pouvant être divifé que 
par lui-même , je l’écris au rang des divifeurs , &je mets i au 
quotient. Multipliant enfin ce nouveau divifeur par tous les 
autres déjà trouvés , j'en écris les produits fur la même ligne , 
& j’ai là tons les divifeurs de la quantité propofée. 

1 22. Avant de démontrer la réglé que nous avons déjà donnée 
poilr trouver le plus grand divifeur commun , ou la plus grande 
me/ure commune de deux nombres , il faut rappeller ce que 
nous avons dit , n°. 75 , 76 , & y ajouter que dans toute divi-> 
fion exaide le divifeur mefure le dividende ; & quainji dèfqu'il 
y a un rejle , en ôtant ce refie du dividende , le divifeur le 

me Curera exattement. Par ex. y donne 5 pour quotient & 
2 pour refte , otez 2 de 17, & le divifeur 3 mefufera exacte- 
ment 17 — 2 , qui font iy. 

123. La règle qu'il faut démontrer eft celle-ci : lorfque divifant 
fan nombre a far un fins fetit b , il vient un rejle c ; que di - 
vifant b far c , il vient un refie d j que divifant c far d , il vient 

m n 
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Un refie e ; que divifant d far e , il ne vient point de refit , je 
dis que e fera la plus grande mefure commune des deux nombre * 
a & b. 

D. I. e fera la mefure commune de I Div'’. Div r *. Rcft*. 
a & de B. Car i°. e mefure d ( hyp.), | abc 
à mefure c — e (122). Donc « me- 
fure r — e : d’ailleurs e mefure e. Donc 
(76) il mefure cette fomme c — e-\-e, 
qui devient c. Donc i°. c mefure c. 

2". e mefure c , c mefure b — i , donc e mefure b — d ( 75 ) „ 
d'ailleurs e mefure d ( hyp. ) , donc e mefure la fomme b — d-hd f 
qui fe réduit à b. Donc 2 0 . e mefure b. 

3 0 . e mefure b ; b mefure a — c ; donc e mefure a — c : d ailleurs 
e mefure c ; donc t mefure la Ibmme a — c -+- c ou a -, donc enfin, 
c fera mefure commune de a & de b. 

II. Je dis que e fera la plus grande mefure commune que 
puiflent avoir a & b. Car , fi un nombre plus grand que e , par 
ex./, mef uroit. a & i, on pourrait raifonner ainli. 

i”. /mefure b ( hyp. ) ; b mefure a—c ; donc / mefure a~c : 
d’ailleurs/ mefure a ; donc ( 76 ) il mefure la différence que 
donne a — c fouftrait de a -, ou bien a — <H-r=r > do ne 1 °.f me- 
fure c. 

2 0 . / mefure c ; c mefure £— d , donc / mefure b—d ; d ailleurs 
/ mefure b ( hyp. ) ; donc / mefure la différence que donne 
b — i fouftrait de b , laquelle eft d. Donc 2“. / mefure d. 

3°./ mefure d j d mefure c — e ; donc / mefure c — e ; d’ailleurs 
/mefure c ( i°. ) ; donc ( 76)/ mefure la différence que donne 
c—e fouftrait de c , c’eft-à-dire , e -, donc / mefure e } ce qui eft 
abfurde ; puifque/ eft plus grand que e par l’hypothèfe, Il r,e 
peut donc pas y avoir un nombre plus grand que e , qui foit l*. 
mefure commune de a & de b. 


H 
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SECTION SECONDE. 

Des puijfances & des racines. 


CHAPITRE PREMIER. 


De la formation des puijfances. 

114. D É F 1 n 1 t 1 o k. Toute exprejfton qui ne confient que 
l'un: té irtihr pliée un certain nombre de fois far la même quantité , 
c fl une fu' fonce de cette quantité. Le nombre qui défigne com- 
bien de fois l'unité a été ainfi multipliée , ^tt-l’expofant delà 
fuijfamc j & la quantité qui a multiplié l’unité, en eft 
racine. 

Ainfi, puifque oeil la même chofe que iXnjn fera la première 
puidance de a 5 & en général la première puljfance d’une quantité 
eft cette quantité même. Puifque a z =i XaXa , a 1 fera la fécondé 
puiffance de a ; a 5 la troifîème ; a* la quatrième , &rc. ( par ana- 
logie aux dimenfïons de l’étendue , la fécondé puiffance d’une 
quantité eft appellée fon quarré , & la troifîème fon ctthe. Com- 
me la puiilance eft toujours relative à la racine , on voit bien 
qu’il a lallu diftinguer autant d’efpèces de racines que de puif_ 
fances. Ainfi eft la racine première de a , la racine fécondé 
ou quarrée de a 1 , la racine troifîème ou cubique de a 1 , &c. 

izy. CoBou. On conclura de la définition des expo- 
lants : i°. Que toute ex frtjjion numérique qui indiquera combien de 
fols ta même quantité a multiplié l'unité , doit fen ir d’expofant à 
cette quai thé. Or y ce nombre de fois peut exiger pour expref- 
lïon exaéle , tantôt un nombre rationnel , tantôt un nombre 
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irrationnel. L'une (x l'autre ejpece de cet numiret p ut (fane Jouir 
d'expofant à une quantité. 

116. z°. Rien n’empêche de donner aux expofants les lignes 
d oppolition-f- 3 c — .Mais alors l’expofant négatif doit déf gner le 
contraire de ce que déiigne le politif , o'ed-u- j.ve , que cciui-ci 
délîgnant que l’unité a été multipliée , l’autre désignera quelle 
a été divifée par la même quantité j de forte que lï a 1 repré- 

I • 

fente i X«X« , a~ 1 exprimer a — ou —g jie même a~ 5 indique- 

ra que i a été divifé trois fois par a ou — ; Zi enfui a~ n vaudra 

1 a 1 

~>doù l’on conclura qu’une quantité élevée à une f:tij]-incc né- 
gative vaut l'unité divifée par cette quantité élevée à }a même puif-t 
fance pojitive . 

IZ 7-,3°- Pour défigner le cas où l’unité n’a été ni multipliée ni 
divifée par une même quantité , il faut néceflairement donner o 
pour expofant à la quantité. Ainfi a° déligne i multiplié o fois 
par a , ou bien a° — j. D’où l’on conclut qu'une quantité quelcon- 
que avec l’expcfant o , efl une exprejften particuliire de Vu lié. 

izS. On peut tirer de laces conclufions finguliéres : i°. Que 
(°)° =I > puifque(o)° =i multiplié o fois par o. z°. Que 
*+■ » -b n 

(o) =opuifque(o) i multiplié n fois paro. j”. Que 

__ n | ^ 

(°) = — — exprefllon qui déf gne l’infini , comme nous le 

-\- n 

verrons plus bas. 4 0 . Que ( 1 )° , ainfi que ( 1 ) = 1 ; ce qui 
indique que toutes les puijfanccs de 1 font 1 , propriété qui nt 
convient qu'à l'unité. 

izç). Par ce qui précède on voit que pour élever une quantité à une 
puijfance pojitive , il fu§it de la multiplier par elle-même autant ^1* 
fois moins une que l’expofant de la puijfance contient d’unités. Ainfi 
( a 1 6 )« = a 1 £. ( a 1 b ) l =^a* b l .( a* b)* = a 6 l>*. ( a -b ) L 
s =.{ a-bb) {a -b b ). D’où il fuit i°. Que pour la formation 
des puiflances monomes, on peut ,pc;tr abréger , multiplier l cx- 
pofant de chaque lettre par l' expofant de lapuijjance. Ainfi (* ! 0 ! 
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I 1 

t=z a 6 c* . ( a 1 c ) 1 = a c l . ( a 1 c) ~ L = a ~ 4 c~ 1 . 2°. Quun g 
fuijjance quelconque d'un degré pair ne peut être négative , puifi. 
que les fadeurs qui la forment étant toujours en nombre pair , 
ne fauroient donner un' produit négatif. Un quarré négatif ex-t 
frime donc une contradiction. 

OBSERVATIONS 

Sur les différentes puijfances du Binôme a ±b. 

En élevant le binôme a -4- b aux cinq premières puiflan- 


ces , il viendra..I ...... a + b 

I I. ... ■ a 2 ’ —\— %cb w ^~b 

III. .. .a i -\~%a 7 -b-\-^ab--\-b^ 

IV. ... a 4 ± 1 4alb~i-6a ! -b 1 ± : 4ab’-hb 4 

V a*-h-ya 4 é-+-lOfl 3 ô I -4-ioa 1 Z> 3 -t-fa6 4 -f-5 y 


î30.Sur quoi on fera d’abord cette obfervation générale: qu’une 
fu'Jfance quelconque d’un binôme renferme un terme de plut que l'expo - 
fant de la puijfance ne contient d’unités ; & on en déduira enfuite 
les règles luivantes. 

131.I. Règle des expofartt. Les expofants de a diminuent fuivant 
la progrdîion naturelle depuis le premier terme jufqu’au der- 
nier; de façon que dans le premier terme l’expofant de a eft 
i'expofant de la puifiance , & dans le dernier il eft «èro. Les 
expofants de b fuivent un ordre contraire. 

132. IL Règle des Ciguës. Si les deux termes du binôme font po- 
sitifs , tous les lignes de la puilfance feront pofitifs ; fi l’un eft 
négatif, les lignes feront alternativement pofitifs & négatifs ; 
8e en général ce terme fera négatif , dans lequel les dimenftons de 
liS quantité négative entreront en nombre impair. 

ijj. III. Règle des coefficients. Le coefficient du premier terme 
vaut toujours l’unité , & le coefficient de chacun des autres eft 
tgal au coefficient du ternie précèdent , multiplié par l’ex-* 


Digitized by Google 


de Mathématiques. 6t 

prêtant de a dans le même terme , & divilé par le nombre qui 
déligne le rang que ce terme précèdent occupe. 

1 34. Puifque ces obfervations ne dépendent pas du degré de la 
puiflance formée , l'analogie permet de conclure qu’elles s é- 
tendent à une puiflance quelconque ; & qu ainfi elles peuvent 
fervir de règle pour élever le binôme a -+- b à la puiflance « > 
ce qui donnera : 

n n. n_i n. n-i.n-z 

(a -f- b) n. a” * l-h •■1” ~ b 1 -+- 1 

1. 2. x. z. 3. 




tt.n-i. n-2. 


\a 4 Sec. 


1. z. 3. 4. 

, . C* n c. H .. , 

Mais on peut écrire — au lieu de a"- 1 ( iz 6 ) ; — au lieu de a*-* 

a fl 1 

& ainfi des autres. On peut donc faire difparoître les expo- 
sants négatifs dans la quantité précédente , & elle devient : 
n n a» b tt.n-i.a n b l n.n-i.n-2 a” b } n.n-t. 

(a-t-b)=za”-l 1 1 . H 

a 1. a fl 1 1.2. 3 a 3 1. 

H-2.H-3 a" b* 

. h&c. 

a. 3.4 fl 4 

Or , il faut remarquer ici que u” entrant dans tous les termes , on 
peut donner à cette quantité la forme fuivante : 

n b n.n-i l 1 tt.n-1.n-2 b i n.n-i. 

(fl-t-f) = a” (1 -h n. 1 1 . ( 

a 1. 2 a 1 1.2.3 ai 1 ’ 

n-2. tt-j b * 

' H &TC. 

2.3.4 A 4 

Afin de fe fervir commodément de cette formule , il ne 
s agit à préfent que de trouver une méthode aiTée de former 
la fuite des termes qui font entre les deux crochets , puifqu’il 
fiiffic de les multiplier par a” , pour avoir la puillanec n du bi- 
nôme a -h b. 

1 jf-R È G le. Écrivez d'abord fur une même ligne la fuite A , jitf- 
qti’à ce que vont trouviez zéro four un de fet termes , & la fuite B 
que nous cherchons , fe formera en lui donnant l'unité four f rentier 
terme , fatfant chacun des autres égal au dernier terme écrit de cette 
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meme fuite B , multiplié par fon ccrrcfpondant dans la fuite A & 

„ b 
par — 
a 

ti-j ti-z w-3 

( A ) M J ■ y y 7 SC C. 

2 } 4 

h n.n-i h 1 h. fj-i.w-z £ 3 «.w-i.n-i.n-j 

( B ) 1 -H h. — 4- — — — . 1- 1 — • 

4 1. z a* 1. a. j « } 1. z. j. 4 

ï 4 

t- , 8ec. 

4 4 

Ainlî le fécond terme de la fuite B fe trouve en multipliant r 
par n 8e par -. Le troisième le trouve en multipliant le 

fécond h. ~ par ~ 8c par h - ; 8e ainfi des autres. 

136. Ex. I. Soit ( 4 1 -* 1 ) à élever à fa troifième puiflance par 
le moyen de la règle ci-delfus. Je commence par former la fixi- 
té A , qui ne peut avoir que trois termes , puifque le quatriè- 
me feroit o. Enfuite je la réduis 8e je l’écris au-delfous en A'. 
Je vois qu'ici - de la formule , ou bien le fécond terme divifé 

JS 1 

par le premier, eft exprimé par , 8e a n par a 6 . C’eft 

a- 

pourquoi je forme , fuivant la règle , la partie de la fuite B 
qui efl entre les deux crochets ; puis la multipliant par a* , 
réduifant en B' , j’ai lapuiffance demandée» 

3-1 3 -2 

(A) 3, , 

* 3 

(A') 3, r , - 
3 

/ 3* 1 3* 4 x ‘\ 

(B) a* ( 1 -4- ) 

\ a 1 4 + a* J 

( B' ) a 6 — 3a 4 * 1 -+- 34*x 4 — x 6 

137. Exemple II. On demande d’élever (J 1 -**# 4 4 la 
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puiiTance — r par la même règle. Je forme d'abord la fuite A , 
qui étant réduite me donne A'. Puis je trouve , par le moyen 
de la règle ( 1 3 y ) la fuite B , que je réduis encore à B' , 8c celle- 
ci me prélcnte la puifiance cherchée. 

-1-1 -1-2 -1-3 

(A) —1 , — — } » — - , . 

* .3 4 

(A') — 1, — 1, — 1, — r> — 8cc. 

1 / x 1 x 4 x 6 x® \ 

(B ) aa ( H 1 1 1 1" & c * ) 

V a- a 4 a 6 a* J 

x x 1 x 4 x e x® 

( B' ) 1 1 1 f~ h 8cc. 

a 4 a 6 a® a‘° 

Pour m’affurer que cette fuite de termes donne la valeur 
approchée de ( a 1 — x 1 )'* , j'obferve que ( a 1 — x 1 ) -~ r — - 

Or , un quotient multiplie par le divifeur doit rétablir le divi- 
dende. Il faut donc que la fuite précédente multipliée par le 
divifeur a*-» 1 donne r pour produit ; ce qui fe vérifie par le 
calcul fuivant, danslcquel on s’eft arrêté aux fixièmes puiflan- 
ccs de x. 


x» x z x 4 x e 



138. Ex. III. On demande la puifiance ~ de la même quantité 
— X*. Pour cela je forme d’abord la fuite A , que je réduis 
a A . Puis oblcrvant qu ici le fécond terme divife par le pre- 
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micr donne — — , je trouve d’après la règle (155) la fuite B 
que je réduis à B' , en faifant les multiplications indiquées.... 


(A) 

X 

” x ' 

3 

> ■ » ,.... 
4 S 

(A') 

1 1 

> j 

1 4 

3 

> 

6 

5* 7 

"" """" 7 ** 1 •••••«•• 

8 10 

(B) 

1 x- 

1 

* 4 3 x 6 

a ( 1 . — — 

1 a 1 

8 

a* 48 a* 

(B') 

#*• X* 


3 X 6 

za 8 a } 


48 a 5 


Pour m’aflurer que la luite B' eft l’approximation de la 
puilfance , j’obferve (144). que cette puilfance doit être la ra- 
cine quarrée approchée de la quantité a 1 — ** -, & qu’ainlï 
en élevant cette luite au quarré , je dois trouver a 1 — 

Or , c’eft ce qui arrive , comme on le voit dans le calcul fui- 
vant , dans lequel on a négligé les puiffances plus hautes que 
celles qui font entrées dans B' , & cù l’on a multiplié toute la 
fuite par le premier terme dans la première ligne , paj le fécond 
dans la ieconde, &c. 



* 3 ? 
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t jp. Coroll. On conclura d'après ccs exemples que la règle 
donnée ci-dclîus ( 135) s’étend à toutes fortes de puiffances, 
tant entières que fractionnaires , tant pofitives que néga- 
tives. 

Remarque. La même règle peut s’appliquera un polynôme 
quelconque f + mais alors on fuppoleroit que le 

terme a de la formule repréfente c , & que le terme b repré- 
fente d -4- e -f -/. 


CHAPITRE II. 

De V extraction des racines. 

140. N O u s avons déjà dit qu'on appelle racine cette 
quantité dont la multiplication a produit la puiflancc. Ain- 
lï a eft la racine première de a , parce que 1 x a = a ; la raci- 
ne fécondé de a 1 , parce que t X4 X«=« 1 i la racine troi- 
fièmc ou cubique de a J , parce que 1 X <» X a X a = a 5 , &c. 
Nous avons déjà dit qu’on défigne une racine par ce caractère 
V, dans lequel on écrit l’expofant de la racine , comme 

54 n 

\J , ÿj , >/>&■ s 'l n’y a point d’expofant , le ligne radical eft 
cenfé représenter la racine quarrée. 

141. On appelle pnijfaiite parfaite d’un degré, celle qui peut 
donner la racine exafte de ce degré j 8c tuijfance imparfaite 
celle oèi l'on ne peut point trouver certe racine. Ainfi a 1 cil un 
quarré parfait, a i eft un cube parfait , a* un quarré im- 
parfait. 

141. Coroll. 11 fuit de ce que nous venons de dire , 1". (^u« 
les racines d'un expofant pair peuvent être indifféremment po- 
fitives ou négatives. Car — a X — a=a l , ainfi que -ha x-f-«~ a’- j 
donc la racine quarrée de a 1 pourra aufft bien être — a que -H». 
11 en eft de même de toute racine d"un expofant pair. Ou 
4 ‘ 6 

écrira donc -h\/a } ±;\/b , 

I 
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2°. Que les racines réelles d’un expof'ant impair n’admet- 
tent qu’un ligne , & que ce figue eft le même que celui de la 

3 S 

puiflance. Ainfi\/ — a 3 eft — a, y/a^ eft a. 

143. Remarque importante. Quoique — a s n'ait qu’une ra- 
cine réelle , favoir — a , on n’en doit pas conclure qu'une troi- 
fième puiflance peut n’avoir qu’une leule racine. Car il y a 
toujours autant de racines , qu’il y a d’unités dans l’expofant 
de la puiflance. Dans — a 3 , par exemple , outre la racine réelle 

.... . ( — 1 ^ — A 

— a , il y en a deux imaginaires , favoir 1 — — — 




a. On pourra fe convaincre que ces imagi- 


naires font les racines cubiques de — a 3 , parce qu’en les 
élevant au cube on retrouvera —a 3 . 

144. Puifqu'on forme les puiffances d’un mono me en mul- 
tipliant l’expofant de chaque lettre par l’expofant de la puit- 
fance , il s’enfuit que pour repréfenter l'opération contraire , 
c’eft-à-dire , l’ext raélion des racines, il faudra divifer l'expofar.t 
de chaque lettre par l’expofant de la racine demandée. Ainfi y/ a* 

6 j 12 

pourra être repréfentée par a 1 ou a 3 , yV 1 par â~ï ou par a 4 . 


y/ u m par a ", D'où l’on conclura en général , qu’«>Je puijfance 
fractionnaire équivaut à une racine qui aurait le dénominateur de la 
fratlion pour expofant , tandis que le numérateur refleroit pour expo - 

I î 3 L 

faut de la quantité. Ainfi a 1 , a^z^y/a 1 , ( a-\-b ) -b. 

i4j. Pour extraire une racine quelconque d’un polynôme., il 
faut d’abord obferver comment fe forme la puiflance relative 
à la racine qu’on cherche , afin de pratiquer les opérations con- 
traires. Or , fi l’on examine d'abord le quarré du binôme a-f-£ 

ou a b , qui eft as-t-zak^-b 1 ; celui de a b ou de - — 4 

-f-/’,qui eft a 1 — zab-+-b'- ; celui du trinôme tH-ü-f-r qui eft a 1 -*- 
Xah-t-bi-i-iac-t-iU-i-c 1 i on trouvera qu'en général le quarré 


\ 
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d'un polynôme ciï comfofé du quat re de chaque terme , & du double 
produit de chacun multiplié par tout les autres (a). D’où l’on dé- 
duira d’abord la règle fuivante pour extraire la racine quarrée 
binôme. 

145. Règle, i*. Ordonnez la quantité par rapporta une lettre qui 
fait u 1 quat re parfait, z 0 . Extrayez à la façon des monomes la racine 
quarrée du premier terme , & l'écrivez à côté. j°. Elevez ce premier 
terme au quart é , & foujlrayez~le de la quantité propoféc. 4 0 . Divifez 
le premier firme de ce rcjlc par le double de la racine trouvée , Ç7 
prenez le quotient pour le fécond terme cherché. 

1 47. On demande la racine quarrée du trinôme a z — zab-ç-b-. 

Je l’écris d’abord comme on le voit ici ( ex. I. ) ordonné par 

rapport à la lettre a. Enfuite je dis : la racine quarrée de a 1 eft 

a , que j’écris à côté de la pui(Tance,en les réparant par un trait- 

J'élève a auquarré que j’écris fous la quantité propolée avec le 

ligne — . Je double ce premier terme a en le multipliant par 

2 , & j’écris zi « lous la racine , 

pour divifer par z a le premier 

terme — zab de ce qui rcftc,8c je a 1 — zaé-t-i 1 '! 

mets le quotient — b à la racine, 

comme devant être le fécond 

terme , fi la quantité propofée I".refte. — 

eft le quarré d’un binôme. Pour -\-zal — b 1 

m’affurer que cela eft ainfi , j’é- 

1 r . , . . ’ Tl ml: • refte o 

cris encore — b a cote de za , 8c 

je multiplie le fécond terme trouvé — b par za — b ; j’en porte 
le produit — z ab-t-b x avec des lignes contraires fous le premier 
refte ; 8c contre réduélion faite , il me vient o , j’en conclus 
que la racine exaéte eft a b. 

i48.Soit encore (ex. II.) la quantité a l -+- zab-h è 1 -)- zac-h zbc 
M-c 1 dont 011 demande la racine quarrée. L’ayant d’abord écrite 


Exemple I. 


a — b racine 


Z a— b 


( a ) 11 n’elt donc pas pofliblc que le double produit de pluficurs nombres mul- 
tiplies deux à deux , furpalTc la fortune de leurs quartés. Car fi > ‘e 

quatre <m — iaé-j-ré fera négatif } ce qui répugne ( 1 19 )■ 

lij 
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en l’ordonnant par rapport à la lettre a , je dis : la racine quar- 
xée de a'- ell a , que j’écris à coté , & le double z a au-delïous. 
3 Élcvant aauquarré, 8c le fouflrayant, j’ai pour premier relie 
2 al H-i 1 -+- 2 r. < -t- 2 b c -4-r 1 . 

Je divife donc le premier terme de ce relie par 2 a , 8c j’en écris 
le quotient b à la racine 8c au - délions , à côté de 2 a. Je 
multiplie b par za-\-b , 8 c ayant fouillait le produit du premier 
relie , j'ai pour fécond relie zac-i-ibc-hc 1 . 

Confier ant tout ce que j’ai écrit à la racine comme un premier 
terme , & celui que je cherche comme le fécond , je double la racine 
& j’écris encore par-delfous za-hz b. Je divife toute la partie 
de ce fécond relie qui n’ell pas un quarré , c’eft-à-dire , zac-r- 
zb: par za-\-zb , ou bien le premier terme de l'une par le pre- 
mier terme de l’autre. J'écris le quotient c à la racine 8c à côté 
du divileur qui devient 2 .i-t-xÈ-t-c , lequel étant multiplié par c , 
je porte ce produit fous le fécond relie. , avec des lignes con- 
traires : comme tout le réduit à o ,j’en conclus que la racine 
julle ell a-i-b-i-c 

Exemple II. 

a z -hzab~i- zac~{-h 2 --i-zbc-\-c 1 ^ a-t- 5 -f-c racine. 

— a 1 1 2 a-hb 

I er . relie ... za £4- 2.;?-l-£ 1 -+-2£i-H. 1 2 s-t-zé-hc 

— 2 né — h 1 

11 me - relie 2 *<--+- zbc-+-c l 

— 2 jc— zbc — c 1 

o O 

149. Pour extraire la racine des polynômes qui font des puif— 
fances plus élevées , il faut ainiï que pour le quarré , con- 
noitre la maniéré dont ces puilfances font compofées. Or , fi 
1 on examine le cube de a-+-b , qui ell a i -(-ia z b-i-^ab 1 -(-b i , on 
Verra que le cube d'un binôme ejl compofé du cube du premier terme 
de la racine ( a> ) j du triple quarré du premier terme multiplié par 
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le fécond ( }a l b ); du triple quarré du fécond , Multiplié parle pre-n 
mier( ib l a) > d<« c "^ e du fécond (b s ). D’oii l’on tire la règle 

fui vante pour l'extraüion de la racine cubique binôme. 

1 jo Règle, i". Ordonnez la quantité par rapport à une lettre qui 
J. h un cube parfait, z®. Extrayez à la façon des monomes la racine cu- 
bique du premier terme , & l’écrivez à côté comme étant le premier 
terme de la racine. }°. Elevez ce premier terme au cube , & l’ayant 
fonfrait de ta quantité propofée , écrivez le refie au défont. 4°. Di- 
mi fez le premier terme de ce refle par le triple qttarré du premier 
terme de la racine , & prenez le quotient pour le fécond terme 
cherché. 

Cube. . . . a'-ç-ia z b-i~iab 1 -i-b i ") a-+-b Racine cubique. 

Tl }- 

I er . refle . . 

— ^a l b—iab 1 — 

II mf> refle o 

Soit la quantité , dont on cherche la ra- 

cine cubique. L'ayant ordonnée comme il paraît ici , je dis : 
la racine cubique de a 3 efl a , que j’écris à côté. Prenant fort 
cube a } , je le porte avec un ligne contraire fous la quantité 
propofée ; & réduilànt enfuite , j’ai pour premier refle 3 a z b-h 
jab l -hb } . Puifque le premier terme de ce refle doit contenir 
le triple quarré du premier terme de la racine multiplié par 
le fécond , pour avoir ce fécond , je divife le premier terme 
de ce refle par le triple quarré de a qui efl 3a 1 , & le quotient 
efl b. Pour m’aflurer que c’eft là le fécond terme , je prends 
le triple quarré du premier multiplié par le fécond ( 3 a l b ) , 
le triple quarré du fécond multiplié par le premier ( 3 ab l ) , 
le cube du fécond ( b 1 ) , & je les porte avec des lignes con- 
traires fous le .premier refle. Comme tous les termes fe détrui- 
fent , je conclus que a-hb efl la racine exaétc de la quantité 
propolée. 

1 ji Scholie. i°. Si le premier terme de la quantité propofée a 
un coefficient numérique , on en extraira la racine à la façon 
des nombres, comme nous l’enfeignerons bientôt. 
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z°. Si la racine Cubique doit être plus que binôme , après en 
avoir trouvé les deux premiers termes par la méthode ci-deffus 
( iyo) , on cherchera le troifième en confidérant les deux ter- 
mes trouvés comme un premier terme , & celui qu'on cherche 
comme le fécond. 

3°. On doit voir aiifiî qu’en confidérant la formation des au- 
tres puiffances du binôme ( 134) , on trouvera aifément la 
méthode d'extraire d'autre s efpèces de racines. 

iyz. Remarques. Avant de quitter cette matière, les 
commençants doivent s’accoutumer. 1*. A reconnoître par la 
feule infpeftion d’une quantité , fi elle eft une puiflance exaite 
d’un binôme , & quel eft fon degré. ( On connoît le degré par 
les expofans des différents termes , & l’on voit parleur nom- 
bre & leur forme ( 134 ) fi la puiffance du binôme eft exaéte ). 
z®. A compléter des quarrés commencés , ce qui fe fait ( la 
quantité étant ordonnée ) en ajoutant le quarré de la moitié du 
eeeficicnt du fécond terme ;ainfî xi-f-z* devient x 1 - 4 -zx-f-i ; x 4 -)- 
4x--4-x 1 devient x 4 -f-<Jx 1 -f-x î -f- ( a- f-r )*. 3 0 . A reconnoîtr c 

z 

fans paffer par la méthode de l'extra éfion , qu’elle eft la racine 
de ces quarrés complétés. Ainfi on eft affuré que dans le 
premier exemple elle eft x-+-i , & dans le fécond *-•+- 

z 

( ceci eft trcs-néccffaire pour la fuite ). 


CHAPITRE I II. , / 

De Vextraclion des racines des nombres. 

3. J_j E m m E I. Par quelques car attires qu'un nombie [oit ex~ 
frimé, il nen peut avoir à [on qttarré plus que te double 3 a fon 
eul>e plus que le triple , &c. de façon que Ji n défigne combien ce 
nombre a de carattères , fa puijfance du degré p nen peut contenir, 
plus que pn nen exprime > 
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D e m. Un produit ne 'peut contenir plus de caractères , 
qu’il n'y en a en fournie dans fes faCteurs ( 24 ). Or , la ra- 
cine entre deux fois comme facteur dans le qtiarré , trois fois 
dans le cube , & p fois dans la pui (lance du degré p 5 donc le 
quarré ne peut contenir plus que le double des caractères de 
la racine , le cube plus que le triple , & en général la puif- 
fance p plus que pu n'en, exprime. 

154. C o K o u, 11 fth de là qu'un nombre étant propofé , ait 
voit tout de furie combien il doit avoir de caraélcres à fa racir.ê 
quelconque. Par ex. Un nombre exprimé par un ou par deux 
caractères , n’en peut avoir qu un à fa racine quarrée > celui 
qui eft exprimé par trois ou par quatre , en aura deux } celui 
de cinq ou de fix , en aura trois à fa racine ; & ainfi des au- 
tres. De façon qu'en divifant le nombre propofé en tranchet de 
deux car attires chacune , de forte que la derniere n'en ait qu’un y 
fi le nombre det caraClères e(l impair , il y aura autant de car ac- 
tif et à la racine quarrée , qu'il fe trouvera de ces tranchet. 

iyy. On peut raifonner de même pour la racine cubique. 
Ainfi un nombre de un , deux ou trois caractères , n’en peut 
avoir qu’un à la racine cubique : celui de quatre , cinq ou 
fix , n’en peut avoir que deux: celui de fept , huit ou neuf, 
n’en peut avoir que trois , &c. Pour trouver le nombre de 
caractères qui doivent entrer dans la racine cubique , il ne 
s'agira donc que de partager le nombre propofé en tranches de trois 
carafl'eres chacune , de façon que la derniere pourra n'en avoir 
qu’un ou deux , & il y, aura autant de caraClères à la racine , qu'il 
fe formera de cet fortet de tranchet. 

ij 5 . Lemme II. Si l’or, partage un nombre compofé de deux ca- 
raClères ( comme 29 ) en deux parties ( 20-1-9 ) , dont l’une con- 
tienne let dixaines & l’autre let unités , & qu'à la façon d’un bi- 
nôme on l’élève au quarré , on obfervera i°. Que le quarré des di- 
xaines formant des centaines , ne peut fe trouver dans let deux der- 
niers caraClères. z°. Que le double produit det dixaines par les 
unités laiffe une place vers la droite, 3". Que le quarré des unités 
tt’en laiffe aucune. 
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Ainfi , 29 ou 204-9 , élevé au quarré à la façon du binô- 
me <H-<> ( 145 ) donne 4004-3604-81 quon peut arranger ainfi. 



Or , quand une racine quarrée doit avoir deux caraétères , 
le premier exprime des dixaines par rapport au fécond, line 
faut donc pas chercher le premier caractère de la racine dans 
, les deux derniers du quarré ; ni le double produit du premier 
caraétère par le fécond , dans le dernier caraétère de ce même 
quarré. 

1J7.' Ces chofes étant bien conçues, il fera aifé d'extraire; 
la racine quarrée d’un nombre quelconque. Mais pour cela 
nous fuppofons que chacun fait par la table fuivante , quels 
font les nombres qui n’ont qu’un caraétère à leur racine, enluite 
nous chercherons les racines à deux caraétères , & nous ferons 
voir que la même méthode peut s’appliquer à la recherche 
de celles qui en contiennent un nombre quelconque. 

Racines ... 1.2. 3. 4. y . 6 . 7. 8. 9 
Quartés ...1.4.9. 16 . 25 . 36 . 49 . 64 .'81. 

Exemple I. 

» 

Nombre donné ...... 8'4i ( 29 Racine. 

J—\— 

44i 1 9 

441 J— ■ 

o 

Ayant écrit le nombre 841 , dont on demande la racine quat, 

tic, je le partage en tranches de dçiut caraétères chacune, 

•» 

commençant; 
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«ommcnçant par la droite , ( a ) de façon que le nombre des 
caraCt vires étant impair , la derniere tranche n‘en contient qu'un. 
On voit dabord ( 154 ) que ce nombre de tranches détermine 
le nombre de caractères qu'il y aura à la racine. Enduite on rai- 
fonnera ainfi. 

i°. Le quarré du premier caractère de la racine ne pouvant 
le trouver dans la derniere tranche ( i p 6 ) il faut le chercher dups 
la première qui eit 8. Or le pius grand quarré contenu dans 8 
<11 4 , dont la racine eit z. J'écris z à la racine , & je J ait ijfuré 
que cejl te nombre des dixaines quelle peut avoir. • . 

a". J’éleve ce premier caraétère z à fon quarré qui clt 4 
& je l’écris fous 8 pour l’en fouttraire. La diiférence elt 4 , que 
j’écris encore au-deflous. 

r 3 0 . A coté de cette différence 4j’abaiifela tranche fui vante 
41 , ce qui forme le nombre 441 , iur lequel je railonne ainfi ; 
Dans ce nombre doit être contenu le double produit du nombre 
des dixaines de la racine , multiplié par les unités , plus le quar- 
té de ces unités : d’ailleurs je lais ( 1 j-<S ) que le produit du dou- 
ble des dixaines par les unités , ne luuroit le trouver dans le der 
nier caractère. Il faut donc pour trouver les unités ( zp ) diviter 
à part les deux premiers caractères 44 , par le double du nombre 
des dixaines écrit à la racine , c’eit-à-dire , par 4 , & il vient 
four quotient 11. 

4°. 11 clt clair qu’on ne peut écrire à la racine r t , ni même 
dans aucun cas plus de 9 ; ( car autrement le caraétère précédent 
«'exprimerait point julie le nombre des dixaines de la racine ), 
J’efifaie donc 9, comme étant le nombre à un caraétère le plus 
approché de 11. 

j°. Enfin pour favoir fi je dois écrire 9 , je le multiplie pat 
le double du nombre des dixaines , & je i’éleve à foq quatre 
( ce qui fe fait à la fois en l’écrivant & à côté & au-defious de 


( o ) Si l’on formoit ces tranches de gauche à droite de cette manière K^'r , on 
chercherait le premier cara&ère de la racine dans uo de* deux dctniçrs cjrjitè- 
.j&s du «juarié , çc qui Ictoit abfutdc ( tjtf 

K 


Digitized by Google 



74 Ê LÉ M EN S 

4 ( caz. i. ) , pour multiplier 49 par 9 ). Portant enfuite ce pro- 
duit fous 441 pour l’en louftraire , je vois qu’il n’y a point de 
relie , d’où je conclus que la racine quarrée exaCte de 841 eft 29. 

Exemple II. 


a8'4i'94 yjj Racine 


Premier relie . . . 

. . . 341 ) 103 Caze 1 

1063 Caze 2. 


309 { } 

i 

Second relie . . . 

3294 



3189 


Derpier relie . . . 




158. On propofe d’extraire la racine quarrée du nombr* 
284194 ( Ex. II. ) lur lequel j’obferve i". Que cette racine de- 


vaut renfermer trois caraClères ( 1 54 ) , les deux premiers expri- 
meront un nombre de dixaines , dont le quarré ne peut le trou- 
var dans la dernière tranche ( iy6 ). C’eft pourquoi j’opère da- 
bord fur les quatre premiers caractères vers la gauche , & com- 
me leur racine doit contenir deux caraClères , je l’extrais ainfï 
que dans 1 exemple précédent , auquel il fuffit de renvoyer pour 
cette partie de l’opération. 

2 . Ayant trouvé pour le nombre des dixaines £3 , avec 
un relie 32 , j’abailfe à côté de ce fécond relie la tranche fui- 
vante 94 , ce qui compofe le nombre 3294. Enfuite pour les 
raifons dites ci-delTus ( 3 0 . de iy 7 ) , je double le nombre 
5-3 écrit à la racine , ce qui donne 106 , & je m’en fers pour 
diviler à part les trois prèmiers caraCtères du nombre 3294. Or 

iÔ6 _== 3 > j eflaie donc lî 3 doit être écrit à la racine. 

3°. Pour m’alfurer fi 3 ell le caractère que je dois écrire à ta 
racine , je l’écris à côté & au-delfous de 106 ( caze 2 ). prenant 
le produit de 1063 x 3 =3189, je le porte fous le nombre 
3294 pour l’en louftraire. Comme il me vient ioy pour relie , 
j'en conclus que le nombre propofé contient le quarré de 533 
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plus ioy. Pour m'en convaincre de nouveau , j’éleve 555 à fon 
quarré , & le fouftrayant du nombre propofé , je trouve pour 
refte 105. Le Scholie fuivant va nous apprendre que ce refte 
n'eft pas trop grand , ou bien que la racine ne fauroit être 

m- 

1/9. Scholie. Si l'on éleve an quarré deux nombres dont le 
premier furpajfe le fécond d’une unité feulement , le quarré du pre- 
mier furpajfera le quarré du fécond du double de ce fécond -f- 1 . 

D e m. Soit le plus petit nombre = a , le plus grand fera a 
4- 1. Donc le quarré du premier fera a 1 , & celui du fécond a 1 
4- 2a -h 1 j leur différence eft donc la 4- 1 , ce qui exprime 
que le quarré du plus grand nombre furpaffe celui du plus pe- 
tit , du double de celui-ci 4- 1. 

'i6o. Coroli. Si donc après l'extraftion de la racine quarrée 
il vient un refte plut grand que le double de ce qu'on a écrit à la 
racine , en peut augmenter celle-ci de 1 ; mais on ne le peut point fi 
ce relie n'eft pas plus grand que le double de ce qu'on a écrit 
à la racine , comme dans le dernier exemple. 

161. On voit bien que l’on a la racine d’une fraction en 
extrayant celle du numérateur &c du dénominateur. Ainfi 
| /"i^ <5* 1 /" 16 4 

y y — r 

162. On ne donnera point de règles pour extraire les racines 
cubiques qui ne doivent renfermer qu’un caractère. Il lufïit pour 
cela de recourir à la table fuivante , qui contient les cubes de 
lous les nombres exprimés par un feul caractère. 

Cubes ... 1 . 8 . 27 . 64 . 12s • ud . 343 ■ S 11 • 7 X 9 - 
Racines . . . 1 . z . ‘3 . 4 • S • 6 • 7 • 8 . 9. 

163. On peut faire fur les cubes numériques les réflexions fui- 
vantes , analogues à celles qu’on a fait fur les quarres , & les 
démontrer de même. 

i°. Un nombre étant donné , on fait combien de caractères 
il aura à fa racine cubique ( 1 JJ ). 

3, 0 . Si à la façon d'un binôme ( 149 ) , on élevé au cube un 

Kij 
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nombre compofé de deux parties ( 20-hf ) dont l’une contient 
des dixaines & l'autre des unités ; i°. Le cube des dixaines fera 
au rang des mille c’eft-à-dire , qu’il laiflera trois places après 
lui vers la droite. z°. Le triple produit du quarré des dixaines 
par les unités en laidera deux , 8 c c. ( On n’a pas bcfoin de con- 
noître les places qu’occupent les autres parties du cube pour 
extraire la racine cubique ). 

< £ X E M P L S. 

Nombre donne.....' ij' 63 i 1 Racine. 

JL J 

y'63i { 11 Cazex. 

*64. On propofe d’extraire la racine cubique du nombre r 5683. 
Je le partage dabord en tranches de trois caractères , allant de 
droite a gauche , de façon que la dernière n’en à ici que deux , 
& par là je vois que la racine ne peut avoir que deux carac- 
tères ( 1 j’y ) ; enfuite je raifonne ainfi. 

i°. Le plus grand cube contenu dans r j elt 8 , dont la racine 
çft a. J’écris 1 à la racine , 8 c ce fera le nombre des dixaines 
( r ^3 )• 

a°. J’éleve ce nombre a au cube , qui e(l 8 5 & le portant 
tous la première tranche 1 5 , je l’en foultrais ; & j’ai pour relie 
y , à coté duquel j’abailïe la tranche fuivante 683 , ce qui corn- 
pofe le nombre 7683. 

3 0 . Dans ce nombre 7^83 doit fe trouvcr(i49)lc triple quarré du 
«ombre des dixaines multiplié par les unités , plus le triple 
quarré des unités multiplié par les dixaines , plus le cube des 
Unités. Mais pour découvrir ces unités je n'ai befoin que de la 
première de ces trois parties ( 163 ). 

4°. Je fais que le triple quarré du nombre des dixaines , mul- 
tiplié par les unités, laiflc deux places après lui ( 163 ) i je le 
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cherche donc dans les deux premiers caraéitrcs 76 du nombre 
768}. Pour trouver ces unités , j élevé 2 à Ton quarré qui eit 4 , 

& fon triple fera 12 ( Cazc 1 ) dont je me fers pour divifer7<S , 
ce qui donne 6 pour quotient. 

5°.. Il ne s’agit plus que de prendre une partie convenable de 
ce quotient. Mais pour la trouver , le moyen le plus fini pie ell 
de fuppofer dabord 6 à la racine & de voir fi 2 6 élevé au cube 
peut être faudrait du nombre propofé. Or , il ne le peut pas , 
puilque (2 6) } = 17576. J’y ftippofc donc y , & je vois fi (zy)’ 
peut être faudrait du nombre propofé ; je trouve qu’il le peut, * 

puifque ( 25 ) } = 1 5625 , & qu’il vient pour rede j 3 , d’où je 
conclus que 1 yfSS 3 n’cd pas un cube parfait, mais que le 
plus grand cube qu’il contient ed celui de 25. 

165. On voit alfas que fi la racine devoit contenir d’autres 
caraétères , on les trouverait en abaifiant à coté du dernier relie 
la tranche fuivantc , 8c confidérant ce qu’on a écrit à la racine 
comme un nombre de dixaines avec, lequel on répéteroit les 
mêmes opérations que nous venons de faire. 


CHAPITRE IV. 

Où Von expofe differentes méthodes d’ approximation. 1 

166. Lemme. S! un nombre contient des décimales , fon 
quarré en contiendra le double , fon cube le triple , &c. 

D. Ce nombre entre deux fois comme faéleur , pour former 
le quarré, trois fais pour former le cube. Donc ( 64) Scc. 

167 C o R o l l. Il fuit de là que pour avoir un certain nom-, 
bre de décimales à une racine , il faut en ajouter le double à fon quar- 
ré , le triple à fon cube , &c. 

i 63 . Problème I. On demande un nombre fi approché de la 
racine qu arrêt de 284174, qu'il n'en fait pas éloigné de 

Sol. J’obfcrve dabord que tout le réduit à faire entrer 
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deux décimales dans la racine , puifque l’erreur ne fauroit Être 

aIors dc 133 ( 61 )• Pour y parvenir, j’écris dabord deux o à la 
finte du refte ioy déjà trouvé ( i j8 ) , & j’ai le nombre iojoo 
fur lequel opérant à l’ordinaire , je trouve o pour première dé- 
cimale de la racine. Mettant enfuite deux autres o à la fuite de 
io;°o , j’ai royoooo qui donne p à la racine , avec poyip pour 
reke. Ainfi y jj, op eit la racine quarrée fi approchée de 284^4, 
quelle ne s’éloigne pas de de la véritable. 

E X E M P L h. 

Nombre propofé 2841P4 f y 3? ,op Racine. 

loyoo'oo 106609 
959 4 8i^ p 

Relie .... poyip 

169. On voit aifcmçnt que pour approcher d’une racine cu- 
bique , il faudrait écrire trais o après chaque relie ; & qu’en 
général quelle que foit la racine indéterminable dont il s’agira , 
on en peut approcher de telle forte que la difiancc à fa vrafe va\ 
leur fera plus petite quune quantité aÿignable quelconque. 

170. Problème II. Trouver la racine quarrée approchée 
de a 1 — x l . 

Sol. Prenez pour premier terme le plus grand des deux , 
p. ex. a 1 , & élevez a 1 — • à la puilfance *- par la méthode 

ci-deflus (135 ).La racine fera d'autant plus approchée que a 
fera plus grand par rapport à x , & que la puilfance j renfer- 
mera plus de termes. 

Je forme donc la fuite A que je réduis à A'. Enfuite obler- 
vant qu ici le fécond terme divifé par le premier donne — * 

— t je trouve la fuite B , qui fe réduit à B'. 
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/ 1 \ 1 ï' 1 l' 1 I 3 » ~ T 

2 1 3 4 J 

CA'), i,— L 

• » 4 «5 8 IO 

— ** s x * 3S*' 9 V 

. 2al ... 2 j 4 i6-« ii 8 - 8 iz3ou‘ ° ""/ 

CB'), a _-*l fl__ ?* 8 

xu l 8 a* i6u* ii8z 7 

Cette dernière expreflîon peut encore fervir à trouver la ra- 
cine approchée d’un nombre. Car fi l’on demande la racine 
quarree de i jr , on peut faire ij = 16 — i = a 1 — x l . Donc 

J/^ I J = 4 ~£-- — 

r 8 yiz 66384 ' ' • 

171. P R O B l È M e I I I. On demande la valeur aujji approchée 

qu'on voudra de cette fraftion 


. , a 1 — x x 

S o L. Faites difparoître le numérateur en donnant cette for- 
me a x ( a x — • x x ) 1 j & ayant trouvé la puiflance — 1 de a x — , 
** , multipliez tous les termes par a 1 . Or (137) cette puiffancc 
1 ** * + x« ‘ *3 

a etc trouvée = 1 ( ( ! 

a + a« a» a , 


Donc 


4 * 


il O 

I 


a 1 — x x 


** * 4 X* X 

— I H 1 1 1 


17 X. Problèmb IV. On demande une fuite infinie quire « 
frifente la valeur de la fra£lion - 


a 1 — x 1 


, , SoL - J> °P«e ici comme dans l’exemple précèdent , c’eft- 
à-dire , que je fais difparoître la fraélion en écrivant à f a p l acc 
( a» — *» ) ( M z _ )-,, Je n - aj donc cJu>à multip]ier par ^ 

" ** a rtute 1 ue î’ ai eu P our exprimer la puiiTance — 1 de 
*Z* 1 - cette multiplication , & s’arrêtant à la fi- 

/ U ;î ranCe J de * ’ on trouvc 1 > ainfi qu’on le trouveroit 
par la dmfion ordinaire. Voici le détail de ce calcul *' 
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$0 


I H 1 1 


a- 

*» 


or u a 

*♦ x 6 

a* a& 


?= r. 


17J.O b s E R v a t 1 o n s. 1". Si l'on fuppofc dans ces exem- 
ples que a = x , on peut , dans le troilîème problème , écrire a 

pour x , & l’on a 1 = i+ i4-i + i ■+■ c'elt-à-dire que 

j doit donner un quotient plut grand que toute quantité ajffignable. 

z°. Si l’on iuppofe également dans le quatrième problème a 
s= x , le numérateur & le dénominateur de la fraétion fe ré- 
duifent à o , & l'on a ^ == 1. 

Nous pouvons donc remarquer déjà des quantités les unes 
plus grandes , les autres plus petites ( 169 ) que toute quantité 
ajjignable. 


CHAPITRE V. 

Du calcul des radicaux. 

« 74 - O N appelle quantités radicales ou radicaux toutes celles 
qui font affeftées du ligne \l. Si elles font telles que la quatv 
tité lous le ligne foit une puilfance exafte du degré du radi- 
cal , elle lont appellées commenfurables : li l’on ne peut qu’ap- 
procher de la racine indiquée fans jamais la trouver exaéte- 
ment , on les nomme incommen furables : & lî l’cxtraétion de la. 

racine eft impraticable , Comme il arrive 4ans les racines pai- 
re» 
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Tss des quantités négatives, elles font appellées imaginaires ou 
impoffibles. 


Ainlî y/ 64 eft une quantité commcnfurable : V 1 » \/6 font 
des incommcnfurables ; y / — 1 > >/ — 6 km des imaginaires, fur 
lefquelles on remarquera que l’cxtraélion de la racine ne peut 
s’exécuter , &: que d'ailleurs fi elle le pouvoit , le réfultat en 
feroit inconcevable , puifqu’il ne pourroit être ni pofitit , ni né- 
gatif, ni zéro. 

175. L e m m e. On ne change point la valeur d'un radical en 
multipliant ou divifant fon expo faut par le même nombre qui multi- 
plie ou qui divife l'expofant des quantités qui font fous le fgne. Ainlî 

175. Problème. I. néduire plufteurt radicaux au même 
expofant , fans changer leur valeur. 

Sol. i°. Prenez le produit de tous les expofans , & ce fera 
î'expofant commun. i°. Elevez chaque quantité à la puiflance 
déhgnée par les expofants des autres radicaux. 


ne ne ne 

Ainlî yja m , y/l* , deviennent y/ ~ mc , y/ b** ( il eft évident 
( 1 71 ) 4' le l a valeur des radicaux n'a pas changé , quoiqu'ils 
ayent été îcduits au même expofant ). 

Quelquefois fans toucher à I’expofant d’un des radicaux , on 
ramène l’autre à fa valeur. Ainlî pour réduire au même expolknc 

1 6 3 

yfa , y/ a* , je me contente de ramener le dernier à y/a 1 . 

177. Problème II. Donner nn coefficient à un radical ,fant 
changer fa valeur. 

Sol. Divifez la quantité qui eft fous le ligne par ce coeffi- 
cient élevé à la puiflance que défïgne I’expofant du radical. 


Ainlî y/ b* ayant n pour coefficient , devient za 
(il eft clair que par là y/b 4 ne change pas de valeur., puil- 
qu’on l’a multiplié & divife par 1 a ). • 

178. Problème III. Oter le coefficient à un radical , fant 
ihanger fa valeur. 
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Sol. Faites palier ce coefficient , comme fadeur , fous le 
radical , en l’élevant à la puiflance délignée par l’expofant du 
radical. 

h n 

Ainli ayjb devient \J a n b . 4\/z devient Vî 1- 
17p. Problème IV. Multiplier det radicaux. 

Sol. i®. Si un des fadeurs n’eft pas radical , faites-en le 
coefficient de l’autre. Ainfi a 5 x xb— zb V aK y/ & X 4 — 

4 ^ 8 - 

a®. Si les deux fadeurs font radicaux , réduilez-les d’abord 
au même expofant ( 176 ) : multipliez enluite les quantités qui 
font fous le ligne , & donnez au produit le radical commun. 

Ainli v'* 1 X \/6 } = V** 4 X V^ 9 == V a+ ^ 9 • V4 X V 1 — 

V 8 . 

n c ne 

Dem. Il faut démontrer que yja m x ^ i = \/a mc b * ce qui 

^ me in m i , 

doit être ainfi ; car y/a mC b* n — a" 7 . b™ =a" X 6 e = V*" 1 X 
Exemp les. 


Fadeurs 
' Produit. 
Fadeurs 

Produit 


f V - J 

1 x — I-4-V — i 

Fadeurs J 

f H-V— 3 
l i-V-3 


x l — arM -4 

Produit 

4 


f x-t-V— 1 * 

1 X— v/— * 

Fadeurs -1 
1 1 

r *+V— a 
*—>/—*» 
L x — a 



Produit 


—a 1 - 


180. L’on conclura d'après ces exemples , que la multipli- 
cation des quantités radicales fait fouvent difparoître le ra- 
dical ; & qu’ainli une quantité rationnelle peut avoir det incom- 
menfurablet & même det imaginaire! parmi fet fa5leurt. 

181. Coroll. On conclura de-là, que toute quantité ra+ 
dicale peut être regardée comme le produit de deux , ou de plujieurt 
radicaux qui ont même expofant. Ainli pour y/ a 1 b pn peut écrire 
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’^aKy/b , ou y* 1 X y/ab j de même pour y— ai on peut écrire 
y — a.y/b , ou bien yji.y — r. 

181. D’où il s'enfuit que l'on a la racine d’un produit en pre- 
nant celles de fes fatlcurs & les multipliant enfemblc.- Ainfi 
y/ a l b 1 -=y/ a l .y/ b l =aab j y 4. ?• 16=1.3.4=14. 

S’il arrive donc que les racines de quelques faéteurs foient 
exactes , on écrira leur produit en forme de coefficient devant 

le produit des autres racines. Ainfi y/a^b , devient ya 5 .yi;ou 

a y/b i y/ a 1 -+-a l b = V* 1 * X ^ l~hb = a V I< +"^ > V 2 7 =\/ 9 

xVi^Wi- 

18 3. Remarque. Cette opération apprend à Amplifier 
un radical , ou bien à faire pafler hors du ligne , une quan- 
tité qui eft fous le ligne ; ce qui ne peut avoir lieu que dans 
les cas ou la quantité qui e(l fous le figne a pour fatltur une puif r 
fance du même degré que le radical. 

184 Problème V. Divijer des radicaux. 

Sol. i°. Si le dividende ou le divilcurne font point radi- 

n 

eaux, opérez à l’ordinaire. Pour divilcr a par yi, écrivez 

a * X * 

. — ; pour divifer y/ b par a , écrivez -—y/b. 

n a 

y/b 

a 0 . Si l’un & l’autre font des radicaux , reduifez - les d’a- 
bord au même expolant , divifez enfuite les quantités à l’or- 
dinaire , & donnez au quotient le radical commun. 

... 5 « 

Ainfi , en divifant y a 1 par y f a on a — — = y/ a ; en divifant 

6 

y<j* 

6 

3 * V 9 6 

VJ par y/i , on a — —y/*L 
6 •• 

.« . n c 

D b m. 11 faut démontre? qu'en général y/a m divifé par y/l d > 


donne 


lX-.Or, 

T b n <t 


cela eft ainfi. Car 


ne 

K o™ a 

b ni ”± 
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a n yj A m 

d c 

b~Tf y/ id 

» 

' i8f. I/a d d i t i o n & la fouftraélion des radicaux fe font 
fuivant les règles ordinaires. Il faut feulement , dans la fouf- 
traétion , obferver de ne point changer les fignes de la quan- 
tité qui eft fous le radical fouftrait , mais feulement le ligne 
qui le précédé. Pour fouftraire yfa 2 - — la^de y'ia — zb , j’écri- 
rai y/ 2J — zb — y/* 1 — Zab. 

1S6. Problème VI. élever un radical à fei puifjances. 

Sol. Sans changer l’expofant du radical , élevez les quan- 
tités qui font avant & après le ligne à la puilfance demandée, 

3 J 

Exemples. (î V« 4 ) ! = 4 V “ 8 î ( d \/ z )i=$ 6 y/ 4=71. 

» "f n J 

Dem. Il eft évident que ( dy / ) p =d ?• a" =d p y/ a mp . 

187. C o R o l L. Quand la puiffame demandée ejl du même de-» 
gré que la racine , il fujfit d'ôter le figue radical. Ainli ( y/a* )*■ 
c=za> ;( y/ — a) 1 ou yf — a X y/ — «= — a. 

188. Il fuit de-là, que li l’on multiplie deux imaginaires du 
fécond degré qui ayent la même quantité fous le ligne radi- 
cal comme 4 ;^ — * X^hyf — a, leur produit fera négatif [telles 
font pré.édéet du meme [gne ; & pofttif \ft elles font précédées de Jig- 

nes différents. Ainli -\-y/ — a X-hy/-*-a—~h( \/ — a ) 1 =- 4 - ( — <* ) 
— — j. De même — y/ — a X — y/ — a=-f- ( y/ — a ) i =-H 
( — a ) ——a. 

Mais - 4 - — a X-*-y/ — a ou — V — a X- 4 -\/ — fl=-— ( V — a 

On pourrait encore le prouver, en difant que-t -\/ — ax 
-d-V — “= C 4-1 X V — *) (-4-1 X V — . 1 )= (-4-1 X -f-l ) ( >/ — * )*• 
~t X — a= — a. On diroit de même aue 4 -\/ — a x — V — 

( ■+■* X— r ) ( \f~a — — 1 x— 

iBj P roblèm ? VII. Extraire les racines des radicaux. 

Sol. i°. Si le radical a un coefficient , prenez , s’il fe peut , 
la racine i ou bien faites-le pafler fous le radical ( 178 ). 

z°. Si la quantité qui eft fous \e radical propofé à une rat- 
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cine exaélc , cxtrayez-Ia a 1 ordinaire. Ainfi \/ ( v ^ ) V^ 2- 

3°. Si la quantité qui eft ious le radical propofé ne donne 
pas de racine exaélc , multipliez 1 exposant de ce radical , 
par celui de la racine demandée , 8c ians toucher au 
relie le produit fera l’expofant de la racine cherchée. Ainfi 

•} « 4 î . •* 

V( ) = s/ al i V (V = 

De.m. 11 fuffit de démontrer qu’en général y/ ( y'*-'" ) = y'-'". 

*r r J". r n 

Or , cela eft ainfi ; puilque y' a m = a nr = y/ a" = y/ ( y'a'" ). 

/»r* n rs n r s 

150 On conclura de-là , que y/a=y/( y/a)= y'^y/ 

& qu’en général lieu d'unjigne radical, on en peut mettre p!a n 
ficurs les uns fur les autres , pourvu que leurs expofanit foutu 1er 

4 2 

fafleurs de T expofant du premier radical. Ainfi y/ 1 6= y/ y/ 16 i 
ti *4 3 

(^2). 


CHAPITRE VI. 

De quelques propriétés des imaginaires , 6* de leur ré- 
duction à la forme m z±z n V — 1 . 

191. U N e quantité radicale ne peut être imaginaire , qu’au- 
tant que l'Expofant du radical cil un nombre pair , 6c que la 
fomrne des quantités qui (ont fous le ligne cil négative. Cette 
fomme peut donc être reprélèntée par — b -, 8c comme tout 
nombre pair réfulte du produit d’un nombre impair , par quel- 
que puifiancc du nombre 2 ( 82 )j appellant ce nombre im- 
pair quelconque r , je pourrai prendre pour expofant d’un 
radical imaginaire quelconque , le nombre r. 2* . De forte que 
.r.iP 

— b. exprimera une racine paire quelconque d’une quan 

tiré negativç. S’il y a quelque quantité réelle qui précédé 
l’imaginaire , je pourrai la défigner par + a , 8c j’aurai 
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r.zP 

*v — b qui fera en partie réelle & en partie imaginaire. 


r.z* 


r. zP 


r.zP 


Or y + y'-i=±y r + ! *is — i ( 181 ). Défig- 

r.zp 

nant donc la quantité réelle + y+* par ±n , je pourrai 


r.zP 


changer tout radical imaginaire en celui-ci V-' 

ipi T h É o R. I. Toute racine faire d'une quantité négative 
peut être ramenée à une autre racine dont l’expofant e fl un des nombres , 
a, 4, 8, 16, &c. qui font les puijfances fucceffives de z j ou bien 


r.zP 


z p 


P eut tou i ours prendre cette forme K- 

t r 

Dem. r étant un nombre impair , y/ — b pourra toujours repré- 
lenter une quantité réelle & négative (143), que je peuxdéfigner 
par — ». Je puis donc , fans changer la forme imaginaire , à la 
r.zP z p z p 

place de J/^-b écrire ÿT 
donc &c. 

6 J 10 

Ainfi y/ — ü î =y , ( V — — a > De meme y/ — ^=-V . — 

I* 4 !l 14 * 7 24 8 J 

V — a= y/ W — “)• V — â—V (y/ — a). y/— «=y/ (y/ — a). 

iÿ 3 T h É o r. 1 1 . Toutes les puijfances paires d’une imaginaire mo- 
r.omc du fécond degré font des quantités réelles ; & toutes fes puijfancet 
impaires font des imaginaires de la même forme. 

Dem. i°. Tout nombre pair peut êtrerepréfenté par z f,pourvu 
que t repréfente une entier quelconque. Or , ( y/ — b ) 1 ' =s 
( — ) ‘ t qui eft évidemment une quantité réelle. 

z°. Tout nombre impair peut être repréfenté par z t -f- 1. Or 
W—b) i«±> =(>/ — b) » X W—b)‘ ==— bt X -±y/b X ± 
V — 1. Si donc je défigne par ± » la quantité réelle — b* X ± 
b , j’aurai ( yj — b ) **+ *= •+■ » y / —1 . Donc , &c. 

194. S c h o l 1 e. On doit remarquer ici que ± n y / — 1 élevé 
à fes puilfances paires fucteflives a, 4, 6 1 8 , &c. devient — 
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4- h 4 , — n* , 4- «® » &c. . . Quel que foit le ligne qui précédé 
le radical. Mais 4-«V — i élevé à fes puiflances impaires i , $ , 
S , 7 , &-’C. devient 4- ny / — i , — ni y / — i , 4 - n f y / — 1 , — n ? 
yj — i, 8 cc. Tandis que — ny /— 1 élevé à ces mêmes puiflances im* 
paires devient —ny/ — 1 , 4 - ni y / — 1 , — n' y/ — 1 , y/ — 1 , 
&c. De forte que fi dans un même calcul on avoit à pren- 
dre la fomme de toutes les puiflances impaires de 4 - — 1 , 

& de —ny / — 1 , ou feules , ou multipliées par les mêmes quan- 
tités , on feroit alluré que cette fomme fc réduiroit à o. 

ipy. Théor. 1 1 I. La fomme d’un nombre quelconque d' imaginais 
tes monomet du fécond degré feue être repréf entée far cette feula 
imaginaire -\-ny/—i. 


Dem.4V — a ±V — 4±V — *rt& :c - == ±: V a ±V^ 

X y / — ». Or le coefficient de y / — 1 étant une quantité réelle , 
je peux le faire =4« , & j’aurai pour cxprcflîon de cette fom- 
me, — *• 

ip6. Remarques. I. Il peut arriver que les imaginaires 
formant des termes femblables , leur fomme fe réduife à o , 8c 
alors n fera o. 

1 1. S’il arrive qu’on ait des quantités , en partie réelles , & 
en partie imaginaires , on pourra exprimer la fomme des réelles 
par 4 -m , 8c celles des imaginaires par — 1 , de forte que 
-\-rn-*r-nyJ — 1 feut repréfenter la fomme d'un nombre quelconque d'i-y 
tnaginairet du fécond degré , en obfervant de faire m=o , s'il ny 
a point de terme réel , & «=o fi let imaginaires fe detruifent. 

197. Théor. IV. Quelle que foit la puijfance réelle p , à la- 
quelle on éleve une imaginaire de la forme a-t-y/— -u , elle gtrd.ra 
toujours la même forme. 

Dem. En obfervant de prendre a pour le premiet terme,on aura 

p p j>-« 1 p-r-i p-» ' » 

( J dtV — é) = a -hpa ( 4^ — b) 4 (±V — b) 

• * 


F p.p.i.,p.i p-i i p.p-i.p-i.p-j p - 4 , , 4 

4 a ( -\-y/—b ) 4- a ( 4 -\/ — b ) 4- 8 cc, 


*•1 


*.3.4 


De forte que y/ — b fera élevée à toutes fes puiflances fuccef- 
üves 1 , z , j , 4 , 8 cc. Ainfi les termes où cet expofant fera pair 
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feront des quantités réelles , & ceux où il fera impair feront des 
imaginaires de la forme yj — b ( 193 ).On pourra donc exprimer 
la'fômme des termes réels par - 4 -ro , & celle des imaginaires 
par Il faut donc que la puiffance prenne la forme 

m-q-i/V' — 1 , qui cft la même que celle de la racine. 

T97. Coroll. 11 fuit de là qu'une racine quelconque d’une 
imaginaire de la ferme a ±^—b doit garder la même forme , 

puifque yfa-±_ ^—b = a-±>J—b * ,qui doitfe repréfenter fous la 
même forme ( 196 ). 

198. Remarques. On obfervera 1". Que dans U puil- 
fance f il n'y a que les termes de rang pair qui relient imagi- 
naires , parce que dans ceux-là feulement le faéteur 

eft élevé à des puilfances impaires. 

z\ Que la fomme de deux quantités de cette forme ( *•+* 
ly/—i )p & ( a—byj—i y ne contiendra aucun terme imagi- 
naire , parce que les termes de rang pair feront lemblables dans 
les deux fuites & auront des lignes contraires , puifque tout le 
relie étant égal , une racine contient -\-by / — 1 & l’autre b 

yj 1. Ainli les termes imaginaires le détruiront & la fomme 

fera réelle. 

199. Problème On demande a qucllet condînont on yeut ter. 

iuire y} — a à la forme — r. 4 

Sol. Suppofons que cela foit fait & que nous ayons y 
— — x j en élevant à la quatrième puilfance on auta — 3 
— m 4 _f-4.rnJ>îy/ — i — 6m z n z — 4m » 3 y/— 1 - 4 - n 4 . Or le premier 
membre étant une quantité réelle , il faut que le fécond le foit, 
& qu’ainlï les termes imaginaires fe détruifent. La première con- 
dition lera donc que 4m 3 «y/ — i=4mn } v/ — 1 , ou bien que 
m == ». 2 0 . Il faut qu'on ait enluite — a=m 4 — 6 m l n z -+• n 4 > ce 

qui donne 4m 4 = a , ou rr=y'^. On pourra donc toujours ré- 

• 4 

duire V — a à la forme — 1 , en obfervant ces deuxeon- 

4 

dations i°. Que m=yz. a°. Que pi=V — 

4 
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100 . T h É o R. V. Toute racine pure d’une quantité négative peut 
être ramenée à cette forme m-h'i y / — I j tn & n étant des quantités 
réelles. 

Dem. Toute racine paire d’une quantité négative peut devenir 

2_P 2 P 4- 1P '* 4 - — 

y/ — a. Or î =4.i p î . Donc y/ — — ,J== ( V' — J . 

Mais en faifant ij!=b=v - > à la place de V — a, je puis prendre 

4 1 _ 1 

w-jr-n y/ — |. Donc ( V — ») i p ' 1 == ( wH M V" — r Or, la pui(- 

lance — de la quantité »M-« y/ — i garde toujours cette même 
2 r-i 

iP 


forme ( 1 97) i je peux donc toujous faire y/ — a^m-p-ny/ — i;ou 
bien toute racine paire d'une quantité négative &c. 

• 201. C o r o l l. Il fuit dc-li qu'une racine quelconque d’une 

. 9 

quantité en partie réelle & en partie imaginaire , telle que. y 1 (a ^ 

y/ J, ) peu t être ramenée à la forme m-j-n y / — r. 

Car -t- y / — i peut prendre cette forme r±.'V — 1 (i pp) > 

9 

8c après ce changement nous aurons y/ a-t-c+dy/ — i; ou bien 

9 

en faifant a-h:=m , d=n , il viendra y/,n-j- y/-~i , qui doit 
garder la forme m±ny/—i ( 197 ) ,dans laquelle m & « fonc 

rvclLcs. 
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SECTION TROISIEME. 


Des raifons , proportions , progrejions & loga - 
. ri htm es. 


CHAPITRE PREMIER. 

Propriétés générales des raifons . 

aoz. D ÉFINITION. On entend par raifon , le rapport 
de grandeur de deux quantités , dont l’tine ejl , ou peut être fuppofée 
partie de l’autre ; & pat partie nous entendons une petite quantité 
comparée à une plut grande du même genre. Les deux quantités 
comparées fe nomment les termes de la raifon j & pour diftin- 
guer ces termes, le premier eft appellé antécédent , & le fécond 
conféquent. On les écrit l’un à côté de l’autre , en les féparant 
par deux points , de cette manière a : b , ce qui lignifie la raifon 
de a à. b. 

203. Il y a des quantités que nous ne faurions concevoir fous 
le rapport de tout & de parti®. Comme p. ex. une toile & une 
heure , un nombre réel & un imaginaire , une ligne & une fur- 
face , un nombre abftrait & un nombre concret , une quantité 
poiitive & une négative , le fini & l’infini , &c. On çe peut 
donc pas établir une raifon entre ces quantités. Ce qui prouve , 
qu’outre des incommefifurables , il faut reconnoître des incom- 
parables parmi les quantités. . 

204. Une même quantité , comparée avec des quantités iné- 
gales, ne lauroit avoir avec elles, les mêmes raifons ou rapports 
de grandeurjainfip par ex. étant plus grand par rapport à i,que 
par rapport à 3 j les deux railons de $) ; 1 & p ; 3 ne fauroient 

Y 


Digitizèd by Googl 


de Mathématiques. 91 

être égales.Cela fuffit pour faire conclure i°.Que les raifons lont 
fufceptibles d’augmentation & de diminution , & qu ainfi elles 
font de vraies quantités. x°. Que fous ce rapport elles peuvent être 
comparées entr’elles , & aflujetties à des méthodes de compo- 
fition 8c de réfolution. j°. Enfin qu elles admettent entr elles les 
rapports d’oppofition > 8c qu ainfi il faut les diftinguer en pofi- 
tives & négatives. Or, fi l'on fait dépendre cette oppofition de la 
façon d’etre des deux termes comparés , on conclura que le rap- 
port de majorité, qu’une grande quantité a par rapport a une petite, 
cil l’oppofé du rapport de minorité, que la petite a par rapport à la 
grande. Et qu’ ainfi le rapport d’égalité ( qui , d apres notre défi*- 
nition ( 202 ) , ne forme pas une raifon proprement dite ) de- 
vient o ; puifqu’il ne peut être ni pofitil ni négatif , 8c que d ail- 
leurs il eft le paflage de l’un à l'autre. 

Les anciens ont appellé raifon d'inégalité majeure celle qu une 
grande quantité a avec une petite , par ex. 9 : j , que nous ap- 
pelions raifon de minorité: raifon d'inégalité mineure, celle qu une 
petite quantité a par rapport à une plus grande , par ex. 3 : 9 , 
que nous appelions raifon de minorité : 8e railon d'égalité , 
( qui n’en eft pourtant point une proprement dite ) cellp qu une 
quantité a avec fon égale. 

20 j. Axiome. Des quantités qui ont même raifon ou rapport 
de grandeur avec une troiftimt ,font égales entr’elles. Par ex. fi Q : 1 
3= q : 1 , on a Q=q. 

20 6. T h É o r e m e. Si l'on conftdére les termes de deux ou de 
plufteurs raifons comme des nombres abjlraits , & quon les divife les 
uns parles autres , dans le même ordre, les quotients égaux indi- 
queront des raifons égales ; & réciproquement. 

Dem. i°. Si l’on a ces deux raifons a : b , c : d 8e que ^,0:1 
en conclura que a : b = c : d. Car appellant Q le quotient de 
^ , on a aufli Q pour celui de Or, par la nature de la divifion, 
<j : 6 = Q : 1 8e c : d = Q : 1. Donc a:b=sc : d. 

2°. Si a : b = c : d , on en conclura que “ = ^ Car appellant Q 

Mij 
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le quotient de p & q celui de j , on auto a : b = Q : r fSc c : 
ç : i ; donc Q : i = q : i j & par conféquent Q=f (205) ou bien 

4k C 

* ï" 

207. G o R o 1 1. ï. Lrs quotients que donnent les termes des rat- 
fons divife's dans le même ordre , font donc des indues de l’cgalité ou 
de l'inégalité de ces ratfons. Il efl indifférent quel des deux termes 
on divife par l’autre, pourvu qu’on obferve le même ordre dans 
chaque divifîon. 

208. 1 1. a : b = an : bn , puifqu’en divifant les antécédents 
par les conféquents , le quotient dans la première ell £ & dans 

la fécondé — ou j. Pareillement a : b == ~ j puifque l’un & 

l’autre quotient eft£. On ne change donc pas la valeur d'une raifon, 
en multipliant ou divifant fes deux termes par la même quantité. 

209. D’où l’on conclura i°. que la raifon qui régné entre deux 
quantités qui ont un fadeur commun , ejl la même que celle qui 
régné entre les deux fadeurs variables , ou bien que an: bn— a :b. 
Or, n pouvant défîgner un entier ou une fradtion , an & bn peu- 
vent exprimer des équi-multiples ou des équi-fous-multiples de 
a & de b. Ainfi deux quant' tés font en même raifon , que leurs équi- 
multiples ou leurs èqtti- fous-multiples quelconques. 

210. 2". Que fans changer de valeur , toute raifonlpeut être réduite à 
avoir l'unité pour un de fes termes. Ainfi a : b, en divifant fes deux 

termes par», devient-^: 1. De meme c : d ,en divifant parc, de- 
vient 1 : ~ c = c : d ; ce qui fait voir que lé rapport qu'a l’unité 
avec une fradion quelconque ( lequel peut s’exprimer par 1 :~ ) 
égale celui du dénominateur de la fradion à fon numérateur. 

21 1. 3*. Que fi l’on a une fuite quelconque de raifons a :b , 
c:d,e: f, on pourra , fans les changer( 2 1 o ), les préfenter fous 

cette forme 1 : -, 1 : 1 : Or , ici en multipliant les deux ter- 

mes de chaque raifon par les conféquents de celles qui la pré- 
cédent vers la gauche , on a cette fuite 1 — j 

a 1 m ac 7 ac o* e 9 

i 

y 
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dans laquelle le conféquent de chaque raifon lert d antécé- 
dent à la fuivante. 

212. S c h o l 1 e. Toute quantité déterminée , &: par con- 
féquent une raifon, peut être conlîdérée comme étant parvenue 
de o à une valeur fixe , par des accroiffemens fucccflifs. Ainft 
ç :6 peut être fuppofée avoir été d’abord 9 : 9 ouo(& alors 
elle ell dans (on origine ) : enluite avoir reçu un nouvel accroif- 
fement , en devenant 9 : 8 ; un fécond , en devenant 9 : 7 ; un 
troifième , en devenant 9 : 6 i ( 8 c alors elle eft parvenue àfon 
terme ). On peut donc dire que la raifon de 9 : 6 eft une quan- 
tité qui commence lors que le conféquent ell 9, 8 c qui eft com- 
plète lorlqu’il eft 6 : ou bien qui a fon origine au nombre 9 
égal à l’antécédent , & fon terme au nombre 6 égal au con- 
féquent ( il en eft de même de toute autre raifon ). 

2ij.Lorfque pluficurs quantités font liées de telle forte que 
le terme de l’une eft l’origne de celle qui la fuit immédiate- 
ment , elles font continuel ; 8 c elles font diferètes , s il y a entr el- , 
les des intervalles vuides. Ainlî les raifons 9:6, 6:$, 5:2, 

2 : 1 font continues ; puifque le conféquent de l’une fert d’an- 
técédent à la fuivante. Et celles-ci 9 : 6 , y : 3 , 2 : 1 feront dis- 
crètes. On donc toujours ( 21 1 ) préfenter une fuite de raifons 
diferètes, fous la forme de raifons continues, fans changer leur valeur. 


CHAPITRE II. 

Qui contient les méthodes de compofition 6 - de résolution, 
des raifons , avec la maniéré de les mefurer. 

214. D ÉFINITION. Une raifon efl dite compofée de toutes 
celles dont elle efl la fomme. Par ex. fi 9 : 1 =9 : 6 -f-6 : 5 - 4 - 3 ; 1 , 
on dffa que la première eft compofée de toutes les autres. 

Si les raifons compolantes font égales , la compofée devient 
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multiple de chacune d’elles en particulier j fa voir , double , 
triple , quadruple , s'il n’y entre que deux , trois , qua- 
tre raifons égales. Dans ce cas les Géomètres appellent la rai- 
lon compofée doublée , triplée , quadruplée de chacune des com- 
pofantes ; & celles-ci font appellées des raifons fius-doublées % 
fius-tripiées , fius-quadruplées , par rapport à la compofée. 

Addition des raifons. 

U J. Règle. Prenez le produit det antécédent t & celui det 
conféquents , & la rai fin du premier produit au fécond vaudra la 
femme det raifons données. 

D e m. Il faut démontrer que a : b -+- c : d ■+■ e : /= ace : bdf 
Pour cela changez les raifons données en raifons continues(ai i), 
& elles deviendront i : ~ Or dans une fuite de 

quantités continues , pourvu que le terme de l’une devienne l'origine 
de la fuivante , la fomme doit nécefairement s’étendre depuis l’origine 
de la première , fufqu’au terme de la dernière. Ainlî la fomme de 

ces raifons fera i : ^ ou bien ace : bdf ( 108 ). 

216. C o R o l l. Il fuit de là i°. que la raifin qu’il y a entre 
deux produits e(l compofée de celles qui font entre leurs produifantt » 
puifque are : bdf = a : b -+• c : d -t- e : fi 

2°. Que la raifin qui efl entre deux quarrés eft doublée de celle que 
efl entre leurs racines ; puifque a 1 : : b -H a : b j & qu’ainfï 

la raifon entre les cubes eft triplet : qu’entre les quatrièmes puif- 
lances , elle eft quadruplée , de celles qui fe trouvent entre les 
racines. 

3 0 . Que dans une fuite de raifons continues , la raifin du premier 
ternie au dernier efl compofée de toutes les raifons de la fuite. Ainlî 
dans 9:6,6: 4 , 4 : 2 , on aÿ: 2 égale à la fomme de toutes 
les autres raifons. 

217. S c h o l 1 e. On obfervera ici que l’addition des rai- 
fons fournit une nouvelle preuve de ce que nous avons dit plus 
haut ; fa voir , que les railons de majorité font oppoïèes à 
celles de minorité. Car dans la compoûîion , l’effet des unes 
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eft d’augmenter,& celui des autres eft de diminuer la raifon à la- 
quelle on les ajoute ; & puifque la raifon d’égalité ajoutée 
à une autre, ne l’augmente ni ne la diminue, on en conclura 
encore que fa valeur eft o. 

Soufraclion des raifons.- 

2i3. Règle Renvcrfcz let termtt de la raifon foujlraite , & 
l'ajoutam à la précédente , vous aurez la différence cherchée. 

Dem. Pour fouftraire c ; d de a ; b , je dis qu'il faut écrire a : b 
-+ -d; c , Sc que la vraie différence eft ad : bc. En dffet on eft fur. 
d'avoir la vraie différence de deux quantités , lorfqu'cn l’a- 
joutant à la quantité fouftraite , on retrouve l’autre. Or , ad; bc 
-j-c ; d = adc ; bcd — a; b. Donc &c. 

2 rÿ. C o r o l l. Il luit de là que a : b = a : i — b; i ÿ c’eft- 
à-diie , que la raifon qu'il y a entre deux nombres , vaut l'excès de 
la raifon de l’antécédent à l’unité , fur la raifon du conféquent à l’u- 
nité : & réciproquement , connoijfant les raifons que deux nom- 
bres a & b ont avec l’unité , on connoit la raifon qu’il y a entr’eux i 
puifque a : i — b ; i = a ; b. 

Multiplication & divijîon des raifons. 

220. On ne peut multiplier ou divifer une raifon , que par un 
pur nombre abfolu ou abftrait (2o).Or, pour multiplier a ; b pa r 
j, il faut la tripler} & pour la divifer par j, il faut en prendre le 
tiers. Dans le premier cas il faut donc prendre la fomme de 
ces trois raifons a; 64- a : b -\-a;b qui eft a*: b*. Si on eut mul- 
tiplié : b par 4, on auroit eu pour produit a 4 : b*. Si on l'eût 
multipliée par le nombre «,on auroit eu a” : b". D’où il fuit qu'en 
général, four multiplier une raifon par un nombre abfolu quelconque , 
il faut élever fet deux termes à la puijfance déjignée par ce nombre ; 
& qu'ainfi pour la divifer , il faut extraire de chaque terme la ra- 
cine déjignée par le nombre qui fert de divifeur ; puifque la division 
doit décompofer ce que la multiplication compofe. 
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221. Uneraifon eft multiple d’une autre, quand elle contient 
cette autre un certain nombre de fois jufte. Ainfi a } : b* eft tri- 
ple de a : b , parce que a } : b i contient trois fois a : b. De mê- 
me a 1 : b 1 eft double de y/a 2 - : y/b 2 - -, triple de y/a 2 - : y/b 2 -. Il 
faut donc , pour qu’une raifon foit multiple d'une autre , que 
les termes de U première foient les mêmes puiifances des ter- 
mes correfpcndar.ts de la fécondé. Par ex. a } :b i eft triple ou 
triplée de a : b -, parce que les termes de la première font les 
cubes des termes correlpondants de la fécondé. De même a 1 : 
b 2 - eft doublée de a ; b , quadruplée de y/a : yéb. 

222. On ne peut mefurer les raifons qu'en prenant une rai- 
fon pour unité de mefure , & s’en iervant enfuite pour déter- 
miner la valeur des autres. Or , dans ce cas chaque raifon mc- 
furée fera néceifairement multiple de celle qui fert d’unité 
( que j'appelle le module ) ; & par conféquent les termes de 
l’une feront formés des termes correfpondants de l’autre , éle- 
vés à la même puiifance. Par ex. dans les nombres , fi l’on prend 
io : i pour unité de mefure, il faut que dans toutes les rai- 
fons commenfurables à cette unité , l’antécédent foit une puii- 
fance eXaétede io & le conféquent une même puiifance de i. 
Ainfi ioo : i peut être mefurée par ce module , & elle vaudra 
2 fois l’unité de mefure 5 il en eft de même de 1000 : 1 , qui 
vaudra 3 fois l'unité de mefure. Mais toute autre ^raifon par ex. 

5 : 1 ou 8 : 1 ou 99 : 1 ne fauroit être mefurée ainfi -, parce que 
dans celles-là les antécédents ne font pas des puiifances exac- 
tes de 10. 

223. De là on conclura , qu'en adoptant un certain fyjlème , c’eft- 
à-dirc , prenant une raifon déterminée pour module , la plupart des 
autres raifons font incommcnf trahies. Par ex. fi l’on vouloit mefurer 
les raifons que les divers nombres ont avec l’unité, & qu'on prit; 
pour module 10 : 1 -, il n'y aurait que celles dont l'antécédent 
ferait une puiifance exuéte du nombre 10 , qui feroient cam- 
menfurables , c’cft-à-dire , exaélement déterminables. On pour-* 
roit donc exprimer par un nombre combien de fois celles de la p» ei 
rrtière efpcct camionnent l’unité de raifon ,• mais aucun nombre ne fau~ 

roif 
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roît exprimer txaClement combien Je fois celle t de la fécondé efpète 
contiennent cette unité. 



Des Proportions. 

L . 

ASSEMBLAGE de deux raiforts égales forme uneprs- 
portion entre les quantités qui les compolènr. On les écrit de 
cette manière 4:8 = 3: 6,ou bien de celles-ci 4:8:: 3:614:8 
T! 3. 6 ; ce qui lignifie, 4 ell à 8 , comme 3 eft à 6. Le premier 
le dernier terme d’une proportion font appelles les extrimtt , 
les deux autres les moyens. Si les deux railons font conti- 
rinucs , la proportion cil dite continue ; & li les railons lont dé- 
crètes , elle ell difcrète. Dans la proportion continue , le terme 
qui fcrt de conféquent à la première raifon & d 'antécédent à 
la fécondé ell appelle moyen proportionnel. Cette efpèce de pro- 
portion s'écrit ainli ^42:4:8. 

Théorème foxdamental. S’il y a proportion 
entre quatre quantités , le produit des extrêmes ejl égal au produis des 
moyens , & réciproquement. 

Dem. 1®. Si l'on a la proportion a : b “ c :d, je dis que ad~bc. 
Car s’il y a proportion entre ces quatre quantités , la première 

raifon égale la fécondé ( 1x4 ), ou bien ( 206 ). Donc en 

multipliant des deux côtés par ac , on aura ln=ad. 

2°. La réciproque ell , que fi quatre quantités a t b , c , d font ar- 
rangée! de façon que le produit des extrêmes égale le produit des mo- 
yens , c’cll-à-dire , de façon que ad=bc , elles forment la proportion 

a :b \ ',c: d. Car fi ad=bc , en divifant tout par ac , on a *= * J 
Donc la raifon de a à b égale celle de c à d (206) , ou bien (224) 
a : b il ad . . 

126. C o ro l l L On peut donc faire une équation de toute 

des extrêmes pour un mem- 
N 


proportion , en prenant le produit 
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bre , &r celui des moyens pour l'autre. Et réciproquement , tou- 
te équation peut être convertie en proportion , en faifant les 
extrêmes des deux racines d'un membre , & les moyens des deux ra- 
cines de l'autre. _ . . 

227.ll. Puifque ad=bc donne a Sc d = — ,il s enfuitque 

dans toute proportion, un extrême quelconque eji égal au produit des 
moyens divifé par l'autre extrême. De même puifque ad — bc donne 
b — - & c = — , il s’enfuit encore qu'«» moyen quelconque cjl 

égal au produit des extrêmes divifé par l autre vtoyen. 
b 228. 111 . D ans touteproportion continue lemoycn proportionnel vaut 
la racine qnarrée du produit des extrêmes. Car dans ^a : b :c, on 
abi = ac&cb =>Jac. D'où il fuit que pour avoir une quantité 
moyenne proportionnelle entre deux autres, il faut multiplier en- 
fetnble les racines qttarrées des deux premières. 

229. IV. Puifque ad—bc donne a:b y c:d, on voit que dans 
deux produits égaux les racines ( qu’on peut toujours réduire 
à deux dans chacun ) font en raifon réciproque. 

250 V. S’il y aproportion entre quatre quantités,ellefub- 
fiftera de quelque façon; qu’on les arrange, pourvu que les 
moyens de la première combinaifon foient tous les deux moyens 
ou extrêmes dans les autres. Ainfi a :by.c:d peut être com- 
binée de huit façons, lans détruire la proportion. 


I a : b c : d 

’Alternando , II a : c y. b t d 

III d : c y. b : a 

IV d : b :: c : a 


b : a y d : c V Invertendoi 

b : d ” a : c VI 

c : a :: d : b VII 

c : d y a 1 b VIII 


Il eft évident que de la première proportion on peut con- 
clure chacune des fept autres combinaifons , puifqu on a tou- 
jours ad=bc. 

De toutes ces différentes manières d'argumenter par propor- 
tion , les anciens n’ont donné un nom qu’à la leconde & a la 
cinquième. Ils en ont ajouté cinq autres, dont voie; lacam- 
binaifon. 
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Si a : b ” c : d , on peut conclure : 
Componendo »... a-\-b : b II c-hd : d 
Dividende) .... a — b : b H c — 1 : d 
Convertendo ... a-i-b ; a ‘ ; r-t-.i : c 


Ex aqualitate ... j 

f a: b 1 1 c : d 

ordinata . . . 1 

l b : e II d : f 

j 



On conclut . . . . 1 

L a\e :: c-.f 


Ex aqualitate. . . . f a;b H d: f 
dcordinata . ..I b : e II c : d 

On conclut . . . . { a: e c : f 

231 T h É o r e m e II. Si l'on 4 une fuite de raifons éga Jet 
comme a : b = c; d —c la femme des antécédents cfl à la forr.me des 
conféqitents , comme un antécédent quelconque ejl à fon confisquent , 
ou bien a-+-r-+-e : b-\-d- +-fl ‘.a : b. 

D e m. Il fuffit (zzj) pour le prouver , de faire voir que 
al-t-bc-+-bL—ab-\-ad-\-af, ou bien otant ab des deux parts , que 
bc-\-be—ad-\-af. Or , cette égalité a lieu ici. Puifquc a : b = c :d 
donne ad=bc , & que a: b — e : /donne bt~af. 

232 C o R o l l. Ou ne change pas la valeur d’une raifon , en 
ajoutant à fes deux termes les termes correfpotulants d'autres r défont 
égales a celle-là. Puifque dans a :b —c-.d = e : f, on a iH-r-r-e : 
b-+-d-ç-f=A : b. Il en ferait de même , fi on eût fouftrait les ter- 
mes des deux dernières raifons des termes correfpondants de la 
première. 

233T HéoREME III. Si l’on multiplie ou fi. l’on d'fjife par 
ordre les termes de deux proportions , les produits ou les quotients 
formerons une proportion. 

f a : b II c ; d~ï 

Dem. i°. Si l'on a < V , je dis que Ton aura ae \ 

bf ; ; cg : dh. Pour cela il fuffit qu'on ait ( 225 ) adel.=bcfg. Or , 
cette dernière égalité a lieu j puifque pry: la première propor- 

N ij 
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tion , ad=be , & par la fécondé eh=fg. ( L’autre partie du 

Théorème fe démontre de même ). 

2 34. T h é o r e m e 1 V. Les mêmes puiffdnces ou Us mêmes 
racines des quantités proportionnelles , font encore en proportion. 

Dem. Il faut démontrer que fi l'on a 7 a\ b \\ c\d , on au- 
ra 4" : b n \ : e n ; d n , ou bien a n d n =sb"c» ; ce qui eft évident > 
puifque a : b c:d donne ad=zbc , & partant a m d m =ab m c H . Mais 
n pouvant exprimer non (t cernent une puiffance , mais aufli 
une racine , la propofirion eft démontrée pour les deux cas. 

xjy. S’il faut renverfer les termes d’une raifon pour qu’elle foit 
égale à celle qu’on lui compare , la première eft dite l’inverfe 
ou la réciproque de la fécondé. Ainfi , puifque 8 : 4 devient 
égale à j : 6 en renverfant les termes de l’une ou de l’autre , on 
dira 8 : 4=l’inverfe de j : 6 , qui eft 6 ; j > ou bien que 8 eft à 4 
invorfement comme j eft à 6 . 

236’ Coroli. Pour avoir l’inverfe d’une raifon donnée , il 
Juffii de mettre fes deux termes en fraClion fous la mime quantité. 
Ainfi , l’ioverfe de a : b fera ~ : y , ou bien on aura a : b=* 
— : — . Car : ^=ma : mb=a : b. D’où l’on con- 

b a £ a ab ab 

dut, que deux quantités a & b qui font en raifon inverfe de deux 
autres c& d , deviennent en raifon direCle avec celles-ci , en mettant 
les uns ou les autres en fraClion fous la mime quantité » c'eft-à. 
dire qu’ici a : b—~ : — , ou bien a : b ’.l d: c. 

237 Théorème V. Si la quantité Q dépend des quantités R » 
S , T,de telle J or te que Ji une feule varie , Q varie dans le même rap-\ 
port , je dis que Ji toutes varient à la fois & deviennent r , » » » » 
tandis que Q devient q , on aura Q’ q'.l R S T : r s t. 

De m. Suppofons que dans le premier changement R leul 
étant changé en r , Q devienne E , on aura par l’hypothèfe , 
Q : E ; : R : r. Si dans le fécond changement S devenant s , E 
devient F , on aura E : F ; ; S : t. Et fi dans un troifième la 
valeur de T fe change en », & celle de F en q , on aura 
F : q U T : ». Donc en multipliant par ordre ces trois propor- 
tions , on aura (2J3)QEF:2EF;:RST;r//, ou bien 
Q; 2 :;R5T .rts. 
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*j8 S ch o l i e . i°. Il faut obferver ici , que cette pro- 
portion n'eft vraie , qu'autant que les quantités R , S , T 
font tellement indépendantes cntr'elles , que l’une peut va- 
rier , fans que les autres varient. Car , fi R par ex. ne pou- 
voit changer fans que S & T ne changeaient dans .le même 
rapport , on auroit ,Q:^:;R±S ; ±;T:r±x : f ; , > ou k’ en 
(xji) Q:?::R:r ::S:/::T;r. 

x”. Dans le cas du Théorème précédent Q eft dit être direéle- 

RST rs t 

ment comme R , S , T , & fi l’on avoit eu Q : q ; : , 

VX ux 

on diroit que Q cfi directement comme R , S , T & inverfe* 
ment comme V & X. 


CHAPITRE IV. 

De la Règle de Trois y de fes différentes applications. 

T i A propriété générale des proportions énoncée ci-defius 
( 2x7 ) y a donné lieu à une règle fameufe en Arithmétique , 
connue fous le nom de Règle de Trots ou de Règle d'Or. Cette 
règle eft direCl; ou inverfe , Jimple ou compofée. Les exemples 
fuivants la feront comprendre dans tous les 'cas. 

XJ9 bxemple de la Règle de Trots fimple & direüe. Un homme a 
dépenfé 18 1. en quatre jours , combien dépenfera-t-il à propor- 
tion dans un an , ou dans j 6 p jours ? 

Pour le favoir , faites la proportion fuivante , 4)°"* ; 365 < 0UT * 

Il 1 8 1. : » = - — 1641 1. 10 (. 

X40 Exemple de la Règle de Trois Jimple & inverfe. 6 ouvriers 
font un ouvrage en xo jours, en combien de jours 15 ouvriers 
auroient- ils fait le même ouvrage? 

Il eft évident , par la nature de la queftion , que le nombre 
des jours doit être en raifon inverfe de celui des ouvriers , ainfi 
l’on dira en comparant les chofes lemblables j xo> OUM ; * iouri : l 
t; : $ outt., i)onc x= 8 iourt - 
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241 Exemple de la Règle üe Trois compofée. 20 ouvriers ont fait 
99 toifes d'ouvrage en iy jours j combien en feront 60 ouvriers 
en zy jours ? 

11 y a ici cinq chofes connues , qui peuvent cependant fe 
icduire aux trois termes d’une proportion , en oblervant que 
la quantité de l’ouvrage doit être directement comme le nom- 
bre des ouvriers 8c comme le temps qu’ils ont travaillé ; & 
qu’ainfi il faut multiplier (237) le nombre des jours parle 
nombre des ouvriers , & l’on aura : 

2o ouvr * x iy’* : 6o OUVT * X 2y** : : *• : * t, = 4py f * 

242. Problème. Couper la quantité a en parties propor-i 
tioiineMes aux quantités c , d , e dont la fomme — b. 

Sol. Puifquc deux quantités (ont cntr’elles comme leurs 
parties fcmblablcs quelconques ( 209 ) , on aura : 


h : a 


ac 



l ; ce qui défigne que pour parta- 


V «: f J 

ger une quantité a en parties proportionnelles aux parties c , 
d , e d’une autre quantité b , il faut multiplier fttccejftvemcnt a 
par chaque partie de b & la divifer par b. , 

243 Remarque. S’il eût fallu divifer la quantité a en 
parties proportionnelles, non feulement aux quantités c , d, 
e , mais encore aux quantités/, g , h 5 il auroit fallu faire des 
rapports compofés en multipliant ( 237 ) les termes correfpon- 
dants des deux fuites c , d , e 8c / , g , h -, St il (croit venu cf , 
dg , ch , dont la fomme étant s , on auroit opéré comme ei- 


de fus en faiiant s : a 



S 


c’cft fur cela qu’eft fondée la Règle de Compagnie , tant (im- 
pie que compofée. 

244 Exemple de la Règle de Compagnie ftmple. Trois marchands 
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ont fait un fonds de jjoo liv. La mife du premier a été de 
1700 lie. ; celle du fécond de 1000 liv. , Sc celle du troilième 
de 3 oo liv. ; ils ont gagné cnfemblc i7joliv. On demande ce 
qu’il doit en revenir à chacun , en proportion de fa mife. 

On voit qu’il s'agit ici de divifer le profit en parties pro- 
portionnelles aux trois miles , & qu’ainfi ce n’elt que l’applica» 
tion de la règle précédente. La part du premier fera donc 
■ ’U . O'-X - lZg = Cro 1 . j celle du fécond fera «,o 1 . 

îfoo ' )foo J 

„ ,, . 17701. X 800 

& celle du troifieme — — = 400. 

745- Exemple de la Règle de Compagnie compofce. SuppofoQs qu’aux 
conditions de l’exemple précédent , on ajoute : que la première 
mile a relié dans le fonds pendant 11 mois , la fécondé pendant 
8 mois , 8c la troifième pendant y mois. 11 cil clair que le 
profit qui doit revenir à chaque ajficié , cf en raifon compofée de la 
valeur de fa mije & du temps quelle a reflé dam le fonds ( 237 ). il 
faut donc commencer par multiplier chaque mife par le nom- 
bre de mois qu’elle a travaillé , & l’on aura pour la I c,c . 
10400 1. , pour la 2 e . 8000, pour la j mc * 4000 , dont la fommç 
= 32400. Il ne relie donc qu’à couper le profit 1750 1 . en parties 
proportionnelles à ces quantités , ce qui donnera : 

Pour la I ere . mife 1101 - 6 g 9 f U 

Pour la z* 432 

Pour la 3 mc • .... 216 ~ 

' 81 

Total 1770 1 . 

24 6. Exemple de la Règle de fauffe poftion. On demande un 
nombre dont la moitié , le tiers & le quart , ajoutés enfemble, 
donnent 39. 

Je fuppofe d’abord que le nombre cherché efl 12. Or , 
la moitié , le tiers & le quart de 12 , favoir <î-t— 4— f— 3 , ne font 
que 13. Ainfi , cette fuppofition elt faillie ; & cependant elle 
va me faire trouver , par une. règle de trois , le nombre que 
je cherche; en obfervant que 13 doit être à 12, dontilcon- 
tient la moitié , le tiers & le quart ; comme 39 eft au nombre 
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inconnu, dont il contient de femblables parties j ou bien que 
i j : il : : $9 : * = j 6 . Le nombre cherché eft donc 3 6 , donc 
en effet la moitié , le tiers & le quart , favoir , i8-t-i»-f-p=39. 
On n'entrera pas dans un plus grand détail fur toutes ces règles 
d' Arithmétique , parce que la plupart des queftions qui s’y 
rapportent , peuvent fe refoudre d'une maniéré plus fimple par 
l’Analyfe j ainfi que nous le prouverons plus bas, en traitant de 
cette partie de l’Agèbre. 


CHAPITRE V. 

Des ProgreJJîons Géométriques. 

147 Définition. On entend par progreflion géométrique ; 
une fuite de ra’font égaler , danr lefquelles le conféquent de chacune 
fert d’antécédent à la fuivante. On défigne la progreflion géomé- 
trique par ce caraûère • qu'on met en tête , & on fépare 
les termes par un point de cette maniéré ~ a. b. c. d. e.f. 

248. Coroli. I. De cette définition , on peut conclure : 
Que dans la même progreflion t le même nombre doit fervir d’in 
dice à toutes les raifonr qui la compofent , & qu ainfi on peut lc 
faire far tout = m. 

i°. Que fi le premier terme eft a , le fécond fera am -, le 3“*' 
cm 1 5 le 4 mt - am* ; &r par analogie celui du rang n fera arn m ’*. 
.Mais a peut repréfenter un premier terme quelconque , & m 
un indice quelconque. Donc ~~a . am 1 . am * .am* .■ am* . (yc* 
peut être regardée comme une formule générale , qui repréfente toute 
forte de progrefliens géométriques. 

149. Coioll, II. Si l’on fuppofe que m=i , tous les 
termes feront égaux. Si m ■> 1 , la progreflion fera croiflantc ou 
divergente. Si m <,1 , la progreflion fera décroiflante ou conver- 
gente. Ici nous la luppolons croiflante , & pour appliquer à 
l'autre ce que nous dirons de celle-là , il fuffira de renverfer 
les formules que nous trouverons , ou bien de renverfer les 

progreflions 
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progrcflions décroiflantes auxquelles on les appliquera. 

2yo. Cojoh. III. En confidérant la progreflion qui 
nous fert de formule , on voit: i°. Que connoiflant la va- 
leur d’un terme , avec celle de l'indice m > & le nombre des 
termes », x on peut continuer la progreflion à droite & à gau- 
che , aufli loin qu’on voudra. 

z°. Que connoiflant le premier terme a , l'indice m , & Iè 
nombre des termes n , on a la valeur du dernier terme , que! 
j’appelle t , en failant t = am n -> . 

Et qu’en général on a la valeur d’un terme quelconque 
Q, pourvu qu’on fâche quel eft fon quantième N, en fai-> 
fant Q= am N ' 1 - Donc réciproquement , connoiflant un terme 
quelconque avec m & N , on aura le premier terme a , ert 

faifant a = — • 

Wl Al 

1 Si à la place de a , j’avois un autre terme quelconque q dont 
le quantième feroit n , j’aurois eu Q = qm N ~ n , donc alors 

N-n __ 

— & m = i c’eft-à-dire que connoiflant deux ter^» 

mes quelconques Q Se q aved leurs quantièmes N & n , ort 
aura l'indice de la progreffion , en divifant ie plut grand far le plut 
petit , & extrayant du quotient la racine déftgnée par la différence de 
leurs quantièmes. 

4°. On peut par là inférer un nombre quelconque de rttoÿen'S 
proportionnels entre deux nombres donnes. Si 1 on en demande 
deux entre $ & 8i ; je cherche dabord la valeur de m , & 
pour cela j'obferve que la différence des quantièmes de $ à 
8i eft ici j , puifque l'un eft le premier & l’autre le quatrième. 

Ainfi l’indice m fêta Vf - Donc le premier meyert 

proportionnel fera 3 X }=?» le fécond fera 9 * 3=27 , & 
la progreflion (e préfentera ainfi fr} . 9 • 27 . 8 1 < 
îjiThÉOREME I. Dans toute progreffion géométrique , là 
' rai fon du i er - terme au i me ’ eft doublée de celle qui régné dans la 
progreffion : celle du i tr - du e (l triplée : celle du l <r - an p mt * 

ejl quadrillée ie cette raifon commune , & ainft des autres t 


\ 
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D e m. Car la raifon du premier terme au troifième contient 

deux raifons égales à la raifon commune (21 6 ) : celle du pre- 
mier au quatrième en contient trois : celle du premier au cin- 
quième en contient quatre. Il faut donc ( 214 ) que la raifon 
du premier au troifième foit doublée , que celle du premier au 
quatrième foit triplée , &c. de la raifon commune. 

• on prouvera de même que la raifon qu'il y a entre deux ter- 
mes , dont la différence des quantièmes eft n , fera nt“< de celle 
qui régné dans la progrefïion. 

252. CoROU. Dans unie progreffon le premier ttrme eft au 
troifième , comme le quarré du fremier ejl au quarré du fécond, &c. 

z;| T h É o R e M e II. Une fuite de quantités a,b t c,d, dont 
les différences fucceffves [ont proportionnelles^ ces mêmes quantités , 
forme une progreffon géométrique. 

D e m. Il faut démontrer que fi e — b : b : ; b — c : c : c — d : d , 
on a ■H*, b. c. d. Or , 1 °. puifque a— b -. b \ \ b—c : c , on aura , 
en multipliant les extrêmes & les moyens , ac—bc=zb z —bt , 
& effaçant — bc de chaque membre ac=b z ; ce qui donne 
h. c. 2°. Puifque b — c te” c — d : d , on a auflî bd — cd=c 1 — cd : 
& réduifant, WsicSd’où l’on déduit ^b.c d.\ donc ~ b. c. d. 

2J4. Scholie. On peut appliquer aux progreffions ce que 
nous avons déjà dit des proportions , c’eft-à-dire , qu’en ajou- 
tant ou fouftrayant les termes voifins d'une progreffion : en les 
élevant à la même puiffance , ou en en extrayant la même 
racine : en multipliant ou divifant les termes d'une progreffion , 
par les termes correfpondants d’une autre , la progreffion n’ell 
point détruite , quoique la raifon foit changée. 

zyy. Théorème III. Pour avoir la fomme d'une pro- 
greffion géométrique croiffante , il faut i°. multiplier le dernier 
terme par le nombre qui fert d'indice , & foujlraire le premier terme 
de ce produit. z°. Divifer cette différence par l’indice commun dimh 
nue de l'unité. ' 

C’eft-à-dire , fuppofant la fomme = s , l’indice = m y le der- 
nier terme =r, & le premier —a , on aura x=— fp. 

D e m. Dans une progreffion tous les termes font antécédents 
excepté le dernier , & tous font conféquents excepté le pre- 
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mier. Donc la lomme des antécédents cftz — t , & celle des 
conféquents eft / — a. Mais dans une fuite de railons égales, 
la Tomme des antécédents eft à la Tomme des conféquents , com- 
me un antécédent quelconque eft à Ton conféquent : ou bien 
ici s — t : t—a a: am\\ i : m. Donc sm — mr=s; — a , 8c tranf- 
pofant dans le premier membre tous les termes afîeétés de s , 


on a sm — s=mt — t , ou bien s x>n — i=mt — a j donc en divifant 

chacune de ces quantités égales par m — i , on a c’cft- 

à dire , 8cc. 

i 56. Remarque. Si l'on veut appliquer cette formule à 
line progreflion décroiflfante , il fera plus fimple de la renverfer 
en la préfentant de cette manière . 

2/7. Coiou I. Si n défigne le nombre des termes de la 
progreflion croiilante , il défignera aufli le quantième du der- 
nier terme , qui fera par conféquent an.*-'. Subftituant cette va- 
leur pour t dans la formule , elle devient r= — . Et fi alors 

1 ^ m- 1 

la progreflion commence par l’unité , ou fi «=i , la formule de- 

m n -t 

vient j= . 

m-i 

Donc i°. Si m=z , s= z"-i ; z*. Si m— 3 , — , 8rc. 

X 

253. Coiou II. La formule s=" — devient /=:-^-lorl- 

* I -m 1-^1 

que le dernier terme eft o ; parce qu’alors mi = o , 8c c’eftce 
qui arrive lorfqu’on dit d'une progreflion quelle décroit à 
l'infini. 

Nous concluons de-là que fi — - . — . ~ repréfente une 

progreifion de cette efpèce qui décroit toujours , parce que le 

numérateur eft conrtant , 8c que le dénominateur croit , lafom- 

me fuàl tgnlc\tu premier terme , dent le dénominateur aura été dit 

minité ? l sm.it J \ tou bien /=v — . 

. >< *-1 

‘^"'Car ■» J — * * L — ah < L. 

T— i tl ~ b x *-1 — J^b ~~ b - 1 • 

* Ù 

Oij 
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ajp. R e m a r q u e. On doit obferver ici que la fournie d'une 
progreflion géométrique , dont les termes vont feulement eu 
doublant, croit avec beaucoup plus de rapidité qu’on ne l’i- 
tnagine. Nous en apporterons pour exemple le problème lui— 
vant, qui a été tiré de l’Encyclopédie, v°. Progreflion , & dans 
lequel outre qu’on a vérifié tous les calculs , on a ajouté quel- 
que détermination à celles qu’a données l’Auteur de cet article. 

Problème. Un Philofophe de l’Inde inventa le jeu des 
échecs pour amufer fon Roi en l’inftruifant. Le Prince trouva 
cette découverte fi belle , qu’il prefla l’Auteur de demander 
une récompenfe à fon choix. Le Philofophe , après s'en être 
défendu long-tems , (e fit apporter un échiquier &: dit au Prince : 
ordonnés , Seigneur , qu’il me foit délivré un grain de bled 
pour la première caze : deux pour la fécondé : quatre pour la 
troifième,& toujours en doublant jufqu’à la foixante'-quatrièpie. 
On cherche ici combien de bled il faut pour fatisfaire à cette 
demande , qui paroit d’abord très-modefte. 

S o l. i°. Il ell clair ( 257) qu’ici la fomme des grains de 
bled çft exprimée par 2 é4 -i , ce qui donne le nombre A. 

A. 18,446,744,07* 709,jji,6iy. 

2°, Un pouce cube de bled contient 450 grains , & par com» 
féquent un pied cube en contient le nombre B. 

B. 777,600. 

3 0 . En divifant le nombre A par le nombre B , og fait .çombien 
il y a de pieds cubes de bled dans A , & l'on a prouvé letjom- 

bre C, \ *7 

c. 23,722,664,703,844. ; ^ 

4 0 . Dans une enceinte quarrée dont le circu^feroit d’une 
Ijçuç commune de France ou de 2400 toiles, &: dans laquelle 
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îe bled s'éleveroir par tout à la hauteur de 20 pieds , il y tien- 
droit un nombre de pieds cubes de bled exprimé par D, 

D. 2J9,200,000. 

y”, divifant donc C par D , on trouvera combien il faut de 
greniers de cette efpèce,pour contenir tout le bled demandé. Or, 
ce nombre de greniers cft 91522 , avec 161 , 305 834 pieds 
cubes de refte ; ce qui fuffiroit , ajoute l’Auteur de cet article , 
pour faire la fortune de 6000 honnêtes familles ; S; l’on peut 
dire que ce Philofophe avoit fait une demande fi énorme , que 
tous les Potentats de l’Europe ne pourroienc y fatisfaire , en y 
employant , pendant 100 ans, tout leur revenu. 


CHAPITRE VI. 

Des raiforts , proportions &* progressons Arithmétiques. 

160. D É F I N I T I O N. Si l'on compare ensemble deux quan- 
tités pour connoitre leur différence , on établit emr elles une nouvelle 
efpèce de rapport qui eft appelle raifon arithmétique. Il faut bien la 
diftinguer de la raifon proprement dite , qui par oppofition à 
celle-ci cft appellée raifon géométrique j & qui feule détermine 
Je vrai rapport de grandeur qu’il y a entre les quantités. 

On voit par la définition de la raifon arithmétique , que fa 
valeur doit s'eltimer en fouftrayant une des quantités compa- 
rées de l'autre ; & qu’ainfi la raifon arithmétique de 3 à y égale 
celle de 7 à 9. C'eft cette égalité de deux raifons qui établit 
une proportion arithmétique , qu'on écrit de ces trois manières 
indifféremment 3. y : 7 . 9 > 3 • J •*. 7 - 9 » 3 — 5 = 7 — 9 > & qu’on 
énonce ainfi : 3 eft arithmétiquement à y , comme 7 eft à 9. 

261. Théorème f o n d a m e n t a l. Dans toute proportion 
arithmétique la fomme des extrêmes ejl égale à celle des moyens , & 
réciproquement. » 

Dem. i*. Si l’on a a. b c. d, on a par la définition de la pro- 
portion b — a = d — * c. £onc ajoutant a 4- c de chaque côté de 
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l’égalité & réduifant , on aura b -+- c == a -f- d. Ou bien &c. 

i". La réciproque eft que fi quatre termes a,b,c ,d font ar- 
rangés de façon que la fomme des extrêmes a 4- d égale celle 
des moyens b 4- c , on aura la proportion a. b c. d. Car puif- 
que a -+-d =i+c,en fouftrayant de part & d’autre a -f- c , on 
aura d — c == b — a. Donc là raifon arithmétique de a à b égale 
celle de c à d ( 260 ) , ou bien a. b c. d. 

262. C o r o l l. De la on déduira ces conféquences analo- 
gues a ce que nous avons dit plus haut pour la proportion iréo- 
métrique. 

I "- Toute proportion arithmétique peut fournir une équation , 
ré‘ iproquement. Cette réciproque eft fondée (ur ce que chaque 
membre d'une équation peut être réduit à deux parties liées par 
les figues -+• ou — . 

2°. Dans toute proportion arithmétique un extrême ejl égal à la 
fomme des moyens , moins l’autre extrême ( a = b -f- c — d); & un 
moyen ejl égal à la fomme des extrêmes moins l’autre moyen (b = a 

-M— c)- 

3°- De-là il fuit que fi la proportion arithmétique eft conti- 
nue , comme ~a. b. c , un extrême eft égal au double du ter- 
me moyen , moins l’autre extrême , ou a = y.b — c -, & le ter- 
me moyen eft égal à la moitié de la fomme des extrêmes , ou 


2 

26$. Théorème I. On peut prendre pour formule générale de 
toute progrejfton arithmétique celle-ci a. a-f- d. a -h 2d. a 3 d. 

a ^ 4 d. a fd. &c. 

D e m. Une progreffion arithmétique quelconque eft une fui- 
te de quantités,' qui prifes confécutivement ont une même 
différence. Or la fuite dont il s’agit renferme des quantités , qui 
prifes confécutivement donnent la même différence + d. D’ail- 
leurs la valeur indéterminée des lettres leur permet -de repré- 
lenter des quantités quelconques. Donc c’eft là une formule 
générale de toute progreffion arithmétique. 

2 64. CoRou I. A l’infpeélion de la formule on voit i*. 
que ü la différence eft poûtive ou d , le fécond terme a + 4 
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eft plus grand que le premier a ; & qu'ainfi la progreffion eft 
croisante ( le contraire arrivera fi la différence eft négative ). 

2". Que connoiffant un terme quelconque avec la différence 
commune , on peut continuer la progreiïion à droite 8c à gau- 
che de ce terme , à l'infini. 

2 6p. Coroii II. Comparant enfemble deux termes quel > 
conques de la formule ( que nous fuppofons croiffante pour une 
plus grande clarté ) , on voit que le plut grand terme égale'Je plus 
petit , plut la différence commune multipliée par la différence de leurs 
quantièmes. Ainfi le cinquième ( a -f- 4 d ) vaut le rroifième 
( a-+- 1 d) , plus la différence ( d ) multipliée par 2 ; ou bien 
a-t-^d — a-hzd-hd( p — j ) ; 8c que le plus petit des deux 
termes comparés égale le plut grand , moins la différence commu- 
ne , multipliée par la différence de leurs quantièmes. Car le troifiè- 
me <H - 1 d = le cinquième a -+■ 4J — d ( p—p ). ( Si la progref- 
fion étoit décroiffantc , il faudroit louftraire la différence com- 
mune , pour avoir le plus grand terme , 8c l'ajouter pour avoir 
le plus petit). • 

2 66. Coroii III. Il fuit de-là que faifant le plus grand 
des deux termes comparés = Q , fon quantième = m ; le plus 
petit = q , fon quantièm6 = n ; on aura Q = q-hd x m — n. 
Donc d = : c’eft-à-dire , que connoiffant deux termes de la 

progreffion avec leurs quantièmes , on aura la différence commune en 
divifant l’excès du plut grand fur le plus petit , par la différence de 
leurs quantièmes. 

Par-là on voit i°. que connoiffant deux termes quelconques 
avec la valeur de leurs quantièmes , on pourra continuer la 
progreffion. z°. On inférera aifément des moyens proportionnels 
arithmétiques entre deux termes donnés. Par ex. qu'il en faille 
inferer 4 entre 1 8c 21 , on dira ; par la. formule , d = — = — 
s= 4. Donc le premier moyen proportionnel*= 1 -t- 4 = p ; le 
fécond = p 4 - 4 = 9 ; le troifième = H— 4 = 1 3 ; le quatriè- 
me = tj H- 4 =5 17 > 8c la progreffion entière fera •— 1 . S • 9 *■ 
13 . 17 . 11. 
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i 6 p. ScHo'in. II faut remarquer que fi les différentès puit- 
lances d'une même quantité forment une proportion ou une 
progreflion géométrique , leurs cxpofants formeront une pro- 
portion ou prOgreflïon arithmétique. Ainfi dans a z : <i + ;; a* : 
«* , on a a. 4 6 . 8. dans ~ «° • a 1 . a* . a £ .a 8 ôn a ~ o . a. 


4 - 6 . 8 . 


a <58. Théorème II. Dans toute progrejfton arithmétique la 
fomme des extrêmes égale celle de deux termes quelconque t égale- 
ment éloignés des extrêmes , ou le double du terme moyen , fi le nom-. 
Ire des termes cjl impair. 

D e m. Cette égalité fe trouve dans la formule générale 
( a<5j ) ; elle doit donc avoir lieu dans tous les cas particuliers, 
a dp. C o r o l l I. Il fuit de-là qu écrivant ainfi ces deux 


progreflions , . . . | 


a. <i-M. a-hzd. a-t-zd. a-Hff \ , ,, 

<7-1-4 L < 7 +}d. a-hld. a-+-d. a j dont 1 li- 


ne n’eft autre choie que l’autre renverfée ; on fonlie , en pre- 
nant les termes correfpondants , une fuite de quantités égales^ 
dont le nombre eft le même que celui des termes de la pro- 
grefiion , que j'âppelle «. Donc leur fomme fera n ( îa-j-^d ). 
Et appellant s la fomme d’une des deux propreflions , on a r — 


\ ( 2fl db4 d) , c’eft-à-dire , que la fomme de tous let termes d'une 
progrtffton arithmétique e/l égale à la fomme des extrêmes , ou de deux 
termes quelconques également éloignés des extrêmes , multipliée par 
la moitié du nombre des termes ; ou bien au terme du milieu , mul- 
tiplié par le nombre entier des termes , lorfque te nombre eft impair . 
(Lorfque le nombre des termes eft impair, la fomme des ex- 
trêmes fait un nombre pair , & réciproquement. Alors pour évi. 
ter les fraétions , il eft plus fimple de prendre la fomme de la 
progreflion en multipliant le. terme moyen par le nombre en- 
tier des termes ). 

ayo. C o r o l l III. On a donc la fomme de la fuite natu- 
relle des nombres partant de f unité , comme 4- 1. a. 3. 4. &c. 
en prenant la moitié du dernier nombre , plus la moitié de fon quarté, . 


Car 

dans 


alors le dernier terme défigne le nombre de ceu x qui fo nt 
la progreflion. Donc la formule devient K 
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" — - -+• — . Ainfi la fomme des cent premiers nombres eft 
i i z 

100 toooo 

— + — = J°JO. 

a 7 i. Dans la progreflion des premiers nombres impairs 3 
3. f. 7. &c. le dernier vaut le double du nombre des termes n 

moins l’unité ,ou zn-i. Donc 1= i-t-zn-i X ~ =«*' » c'eft-à» 
dire, qu’a/orx la fomme égale le quarré du nombre des termes. Ainfa 
la fomme des cent premiers nombres impairs eft 10000. 

Réciproquement , connoiflant une fomme de premiers nom- 
bres impairs qui commencent à l’unité, il fuffit d’en extraire 
la racine quarrée , pour favoir combien il y entre de ces nonv 
bresj puifqne / = n l donne n = \/x. Or, comme ces fomme* 
forment les quarrés 1,4,9, 16 , zy, il s’enfuit que le pre-» 
mier quarré contient un des premiers nombres impairs , le fe- 
cond z , le troifièmc 3 , &c, 

■ ..-= ?= ■ 

CHAPITRE VII. 

ff e la fommation des differentes puiffances des termçj 
d’une progrejjiun arithmétique. 

P O U R avoir le moyen de fommer les termes d’une progref- 
lion arithmétique , dont chacun leroit élevé à une puiffancq 
donnée , il faut faire les obfervations fuivantes. 

27Z. i°. Si on a la progreflion arithmétique croiffante -f- 4, 
b. c.d.e, dont la raifon arithmétique foit r , il cft clair que Poq 
aura A— j-t-r , t=i-4-r , d—c-hr , e=J-hr. Donc çn élçvanç 
toutes ces équations au quarré , on aura : 
b 1 = a 1 ~h ztxr -f- r l 
t*=b l -+-ibr -f-r l 
ds = c l ~hzcr~hr 1 
t l = d l •+• *dr -4- r* . 

ptçnant la fommç 4e toutes ces équations , & cffaçanUes le?» 
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mes égaux des deux côtes , ce qui ne fauroit détruire 1 égalité t 
on a t 1 = a l -+- ( « -4- c-f-ï ) »r-f- 4 rl> 

x°. Élevant les mêmes équations au cube,& prenant leut 
fomme , on trouvera celle-ci e J = a } - 4 - ( a 1 -h b 1 -t- c'- - 4 - d 1 ) 

& enfin fion les éleve à la 

quatrième puiflance , on trouvera t + = a 4 -t- ( a> 4- b i -t- c 5 -+- 
fjl ) 4 r -h( -f-t 1 -4-c l -1-d 1 ) tfr 1 - 4 - ( * - 4 - & - 4 - c - 4 - d ) 4 ri 

.+ 4 ' 4 * 

273. Si l’on fait la fomme des premières puiflanccs des ter- 
mes donnés = *' , leur nombre = n , & le dernier terme — t , 
il eft évident qu'on aura , en vertu de la première équation , 
,i = a 1 -H ( s’-t ) 21- •+- ( n-i ) r 1 .Donc en tranfpofant ( a X& di- 
vifant tout par ar , on aura pour formule de fommation des pre- 

, t z -a z -(n-hi )r* 
mitres puiiiances s — 


• r„ 


2 r 


274. Faifant enfuite dans cette fuppofition la fomme des 
quarrés = x" , on aura pour .la fécondé équation , = « 3 - 4 - 

( t"-t x ) jr -+- ( 1 ) 3*' t C ” _1 ) c 5 - Do nc la form ule pour la 

fomme des quarres fera s = — t- 1 • 


i r 

par un femblable calcul on trouveroit une formule pour la fom- 
mation des cubes , & de toute autre puiflance. 

27J. CoRoiL.ll fuit de là , i°. que fi la progreflion -f- «• 
b. c. à. e. &c. elt formée par la fuite naturelle des nombres , 

commençant à l’unité, on aura(27o )| > a = t ^ — — !• Donc 

en fubfti tuant ces nouvelles valeurs , la formule des quarrés 
2 n 3 -4- }n z -+- n 
fcra 1 . 

2 «. que fi le nombre des termes de la fuite naturelle com- 
mençant à l’unité , eft infini , alors * & n font infinis. Donc tous 
les termes doivent s’effacer dans la valeur de / , excepté i l , 


(a) Ttanfpofer, c’eft faire pafler uu terme d’un membre d’équation à l’autre, 
«n changeant foa ligne ; ce qui ne peut détruire l’égalité des deux membres. 
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qui devient oo 1 ( l’infini le défigne par ce caractère oo ) ( b ). 

O Z x I 

« Donc la formule fe changera ainfi ï = = - oo X oo. 

2r X 

276. Pareillement dans la valeur de s" il ne reliera que — 

Donc 1" = ^ 00 1 X 00. Or , ici 00 délîgnc le nombre des 

termes , & j 00 1 défigne un tiers du dernier quarré. Par confé- 
quent la fomme d'un nombre infini de quarrés de la fuite na- 
turelle des nombres vaut le tiers du dernier quarré , multiplié 
par leur nombre. La fomme des cubes vaudrait un quart du 
dernier cube , multiplié par leur nombre ; & en général , la fom- 
me det pttijfancet m ( que je défigne par > m ) ferait exprimée par 

„ 1 , . oo"-*- * 

* ~ 00'" x co , ou bien / = 

m-t-i m -i- 1 

277. Si l'on avoit une luire infinie de termes dont chacun 
égalât oo" 1 , qui elt le plus grand de la fuite des puiflances m > 
leur fomme ferait oo m x 00 = oo'"’’’ 1 ; donc cette fomme ferait 

oc 7» +* 1 

à celle des puiflances m de la fuite naturelle ’. : oo" 1 * 1 : 

m~h l 

ou bien II w + t : 1 j ce qui fournit ce principe ; que la femme 
det quarrét de la fuite naturelle infinie 1,2,], &c. . . 00 ejî à la 
fomme d'un égal nombre de quarrét , dont chacun égalerait le dernier 
( co 1 ) de la fuite fupérieurc , etmme 1 efl à 3. 


CHAPITRE VIII. 

De V origine 6 * des principales propriétés des Logarithmes. 

278. ^JoUS avons déjà vu (119) que pour mefurer les raifons 


(b) Nous prouverons plus bas que le fini ne peut ni augmenter ni diminuer i’in- 
flui par addition ou par fouflraction : il en eii de même d’uue puillance inférieure 
de l’infini pat rapport ù une fupétieutc. 

Pi) 
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que les différens nombres admettent entr'eux , il fuffifoit d avoir 
imefuré les railons de ces memes nombres a 1 unité ; puifqu on a 
toujours a : b — a ; i — b \ i. Mais pour déterminer celles-ci , 
fon doit prendre pour module une raiton fixe qui ait pour con> 
féquent i ( 222 ) , & pour antécédent un nombre quelconque 
^lus grand que i , que je défigne par a ; de forte que ce mo- 
dule fera a : i. Dès lors fi I on veut lavoir la valeur de la railon 
■qu'il y a entre un nombre quelconque & 1 unité, par ex. de Q: i , 
ton cherchera combien de fois Q : i contient a : t j & le nombre 
qui défignera combien de fois Q : i contient a : i fera 1 expref- 
fion numérique de la valeur de Q : i. 

17p. D E F. Les Logarithmes ne font autre chofe que des expref- 
Jfims numériques , qui défignent les valeurs des raifons qu'il y a entre 
Us différens nombres & l'unité. 

Telle elt en effet la lignification du mot Logarithme , qui dé- 
signe , fuivant fon éthymologie , raifon des nombres. Ainfi non- 
ïculement un logarithme luppole toujours une railon , mais il 
'éft encore le vrai expofant de fa valeur ; & quand nous dirons 
dans la fuite A. ioû , /. 1000 , &c. nous entendrons l. (100 : i) * 
/. ( 1000 : t ). Ce n’eft que dans ce Cens que ces premières ex* 
preffions font exaéfes , quoiqu’elles loient généralement adop- 
tées par l’ufagev 

De cette définition & de ce que nous avons déjà dit fur les 
taifons > on déduira toutes les propriétés des logarithmes. 

280. 1 . Le terme a du module pouvant varier à l’infini , il 
toeut y avoir une infinité de mefures différentes des raifons nu- 
mériques , ce qui donne autant de lyllèmes différens de loga- 
rithmes ( nous rapporterons plus bas les deux principaux ). 

•281.ll. La valeur de la plus-part des fai fon s étant indétermina* 
ble (22$), il faut que dans chaque fyllème la plus-part des loga- 
rithmes le foient auffi ; & alors on les prend par approximation* 

282. III. Les Logarithmes des nombres plus grands que l'unité dot - 
'vent être pofitifs , parce qu’ils expriment des raifons de majo- 
rité ( 217). Ainfi /. 100 , /. 10 , /. 2 &c. font pofitifs, parce qu’ili 
défignent /. ioo ; t , /. ïo : 1 , /. 1 ; 1 ( 2 79). Mais 7^ * 
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î , de même que les logarithmes de toute autre frac- 
tion , exprimant les valeurs des ratifions de minorité , lus oir , de 
— • , de — : 1 , de - : 1 , doivent être négatifs. Enfin le lo- 

IOO * ’ 10 * 

garithme de l’unité doit être o , puifqu'il expole la valeur d’u- 
ne railon d'égalité , favoir , i : i , laquelle eft o ( 217). 

283. IV. Suivant les principes déjà pofés (xif) , 1 -t-é :t 

-j-c : 1 =aô: : 1. Oi , ( 279) l’expreflion numérique de la va- 
leur de a : 1 eft ’. a ; celle de b . 1 eft /. b , celle de c : t eft l.c t 
celle de ait : 1 ell /. ait. Donc l.a -+- l.b -4- l.c = l. abc , ou bien 
le logarithme d'un produit vaut la fomme det logarithme t de fer 
fadeurs. 

284. Conoit I. Il fuit de là qu’en tranfpofant on a 1 . a 
. = l.abc — l.b — l.c -, c’eft-à-dire , que le logarithme d'un jatteur 

vaut le logarithme du produit , moins les logarithmes des autres fac- 
teurs. Or , dans toute divifion le quotient & le divifeur font les 
deux fadeurs du dividende. Donc le logarithme du quotient vaut 

toujours celui du dividende , moins celui du divifeur. Ainfi l. = 
l.a — /. b, I. = l.ab — /. cd , OU bien = l.a - 4 - l.b — l.c — l.d. 

'CA ' 

285. Il eft aifé de déduire de là les expreflions des logarith- 
mes des puiflances & des racines. Car puifque a 1 = a x a, L. a* 
= l.a-\-l.a— z l.a. puifque a 5 =a X a X a, /. a 3 ='.a •+■ l. a-h l.a 
=33 l.a. , &: en général /.*” = « l.a-, ce qui exprime que le loga- 
rithme d'une pttijjance quelconque vaut celui de la racine, multtplié par 
l'expofant de cette puijfance. 

28 6. II. Puilquc a = y 'a X yf a , l.a =0 1 . y/ a -+- l.yf a =izl.y/ a , 

la . 1 > 3 

ou bien l.y/ a =■ ^ . De même puifque a = yf a X. V 4 x n/ 4 > 

l.a =r 3 /.y/a , ou bien I. y/a = ^:&c enfin l. xf a = l ~. C’eft- 
à-dire , que le logarithme d'une racine d’un nombre vaut celui de 
ce nombre , divifépar l'expofant de cette racine. 

287. Remarques. I. De ce que /. Q. exprime combien de 
fois Q : 1 contient le module favoir a ; 1 , il s’enfuit que (il. Q 
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= x,Q: is<!I+«:issj‘: i,& qu'ainfi (zop) Q = a z : 
que fi /. Q=j,Q:i=a:i-+-a:i-f-<j:i = d J : r,ou bien 
Q=a J : & le même raifonnement pouvant s’appliquer à tous 
les autres cas , il s’enfuit que le logarithme d'un nombre quelcon- 
que Q , ejl l’expofant de la puijfance à laquelle il faut élever l'anté - 
té .lent (a) du module , pour avoir ce nombre ( on appelle cet anté- 
cédent la Bafe logarithmique ) ; parce qu’on conclut que de ce 
nombre élevé à fes différentes puiflances fe forment tous les 
autres ; les uns exactement , favoir, ceux qui font des puiffances 
exades de a , les autres par approximation. 

288. II. Si quatre termes font en proportion géométrique , leurs 
logarithmes font en proportion arithmétique. Car de ce que a : b 
= c : d , il s'enfuit ( 219 ) que a : 1 — 6 : 1 = c : 1 — d: 1 , ou 
bien que (279) /. a — /. b = /. c — l. d , c’eft-à-dire ( 260 ) qu’il 
y a proportion arithmétique entre ces logarithmes. ( Il eft ailé 
de démontrer la réciproque, favoir , que fi l.a — l.b = l.c — l.d, 
on a a :b = c : d. ). 

289. Les formules fuivantes préfentent en abrégé toutes les 
opérations qu’on peut faire fur les logarithmes. 


L. pq—L.p-bl.q 
L.| = L .p-l.q 
L. p" — nl.p. 

L. f '* = — nl.p 

L - 


L. ) 2 1 ) =s L. ( p -H q )-*-/•( p—q ) 

L f ^ = h.(p-^q) — l.(p — q) 
;L.(p— • $)-» = — »/.(? — q) 

T p— 2 Z \ p — q S 
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CHAPITRE IX. 


Des JiJJ'crens fyjièmes de Logarithme s } de P origine des Ta- 
bles if de la manière de s'en fervir. 

1 Ion connoifloit les logarithmes des nombres entiers 
au-delîus de l’unité , on connoîtroit aifément ceux des nombres 
fraâionnaircs jj car une fraétion indiquant un quotient (40) , 
il fuffiroit de fouftraire le logarithme du dénominateur de ce- 
lui du numérateur ( 184 ) , & la différence ferait le logarithme 
de la fra&ion ; d’oil il fuit que ce logarithme féroit négatif. Il 
la fraétion valoir moins que 1 > parce que alors le dénominateur 
étant plus grand que le numérateur , il faudrait fouflraire un 
logarithme d’un autre plus petit que lui. Ce logarithme ferait 
pofitif , fi la fraâion valoit plus que 1 j & il ferait o , fi la frac- 
tion égaloit l’unité. 

ipi. Parmi 1 rs nombres entiers , on ne doit chercher les logarithmes 
que des feuls nombres finales. Car les nombres compofés étant 
toujours le produit de quelques nombres Amples (74) , il nc 
faudra qu’ajouter les logarithmes de ceux-ci , pour avoir les 
logarithmes des autres. Ainfi prenant 10 pour bafe , ou fuppo- 
fant ( 187 ) (on logarithme = 1 , fi 1 on connoifloit d’ailleurs le 
logarithme de z , que j’apelle x , on aurait : 


L. 4 = z* 
L. 8 =3* 
L. 16 = 4* 
L. 3Z = fx 

L. 6 4 = 6 x 


L. 20 = x 4- r 

L. 40 — z* -f-t 

L. 80 = jx -t-i 

L. 800 =3* -4-2 
L. 8000 =3 3* -+-3 


Si l’on avoit encore le logarithme de 3 que j’appelle y , on 
trouverait L. 6 = * -H > j L. 9= zy ; L. iz = zx-j-y ; L. 18 
t=x -h*J l j I*.*4= i*±:y, Scç. ( Nous expoferons plus bas 


0 

V 
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«lans les notions du calcul intégral la méthode la plus abrégée 
quon ait aujourd'hui pour trouver les logarithmes des nombres 
Jïmples ). 

192. Quelques avantages particuliers ont déterminé les Géo- 
mètres à chercher ces logarithmes des difFérens nombres dans 
un fyftême où l’on a pris 10 : 1 pour, raifon modulaire , ou 
bien 10 pour baie logarithmique. D’après cette première con- 
vention, on a formé des tables qui contiennent une longue fuite 
de nombres avec leurs logarithmes à côté ; & de là rélulte ce 
double avantage , que connoiflant un nombre , on trouve de 
fuite fon logarithme ; &r réciproquement, connoiflant un loga- 
rithme , on trouve le nombre auquel il répond. Ainfi fi je vou- 
lois multiplier 99 par 92 , en me lervant des logarithmes ta- 
bulaires, j'arrangerois ces nombres & leurs logarithmes comme 
on le voit ici. , . , , L. 92=1, 9637878 

L. 99 = 1 , 

L. du produit = 3 , 9594230 
c’eft-à-dire , que je prendrais la fournie des logarithmes des 
nombres 92 & 99 , qui eft 3 , 9594230 ; & voyant par les ta- 
bles que cette fomme eft le logarithme de 9108 , j’en conclu- 
rais que ce dernier nombre eft le produit des deux premiers. 

293. C o R O L L. Dans le fyjleme des tables le logarithme d‘un 
nombre nejl donc autre chofe que l'expofant de la puijfance , à la- 
quelle il faut élever jo pour égaler ce nombre. Ainfi le logarithme 
de 20 étant 1 , 3010300 , il s’enfuit que xo = ( 10 ) ! , ia,0js “. 

294. D’où l’on conclura i°. que dans le fyftème des tables , 
les feuls nombres entiers qui aient des logarithmes exaéts , font 
1 , 10 , 100 , 1000 , 10000 , &c. parce qu’ils font les feules puil- 
fances exaéïes de 10 , lavoir, ( io)° , ( 10 )» , ( 10 )» , ( 10 ) J , 
&c. 

295. 2 0 . Que les logarithmes de tous les nombres contenus 
entre 1 & 10 , doivent être exprimés par une fraélion feule 5 
qu'entre 10 & 100 ils doivent l’être par r , plus une fraélion : 
entre 100 & ioço par 2 , plus une fraélion , &c, Donc l'entier 

qui précède la fraélion décimale d'un logarithme , a toujours ««e 

unité 
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t’Ott de moins , qu'il n'y a de caraClères dans le nombre auquel a:* 
p.-.nicnt ce Logarithme. ( Cet entier s’appelle pour cette raifon 
la. caraPériJUque du Logarithme ). 

apfî. T héohème. Tous les Logarithmes d’un fyjlème fotuproa 
pcrtionnels aux Logarithmes corrcfpcndants d’un autre fyftème. 

Soient deux nombres quelconques m &zn dont les Logarith- 
mes foient Q & P dans un fyftème , q&p dans un autre fyftè- 
me , je dis qu’on aura Q : q ‘.l P : p. 

D n m. Suppofons que la bafe du premier fyftème foit a , & 
celle du fécond b j on aura donc pour le nombre m ces deux 

équations m = aQ , «>=£?;& par confcquent a < ?= Z.* ou a 
ï 

= 6 <?(*): de même en prenant le Logarithme de n dans les 


deux fyftèmes , on trouve a—b p . Donc ~ , ou bien 
(io 6 )Q:q II P :p. 

297. C o R o l l. 11 s’enfuit de là qu'avec les Logarithmes dei 
tables , on peut trouver ceux d'un autre fyjlème quelconque. Suppo- 
fons en effet qu’on cherche le Logarithme du nombre n, dans uri 
fyftème où l'on prendrait y pour bafe : appelions P fon Loga- 
rithme tabulaire, &r p fon Logarithme nouveau. Le Logarithme 
de y , d’après les tables eft o , 6989700 , & dans le nouveau 
fyftème il eft 1 ( 287 ). J’aurai donc o , 6989700 : 1 ; r P • p — . 
1 . 43o676y X P. donc quel que foit le nombre », lion multi- 
plie fon logarithme tabulaire par 1. 4jo676y , on aura fon Loga- 
rithme dans le fyftème de la bafe y. 

298. I. Question. CcnnoiJJant dans une progrejjion zéo* 
métrique le premier terme a , le dernier t , & la valeur m du quo- 
tient qui régné dans la progrejjion , trouver le nombre n des termes. 

Sol. Par ce que nous avons dit ailleurs ( 2yo ) , / = am"-i ; 
donc l.t — La = (n-i ) /. m-, divifantpar l.m 8e tranfpofant -1 , 
l.t — l.a 


on a n = — - f- 1. 

l.m 


( * ) On lie détruit jamais l’égalitc qu’il y a entre deux quantités , quand on 
fait fur l’une les mêmes changemcns qu’on fait lur l'autre. Or , ici on a ciivifi 
chaque expofam de deux quantités égales par Q. 

Q 
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Et en général toute queftion dans laquelle l’inconnue fcrt 
d’expofant à une puifiance , ne peut être réfolue direélement 
que par les Logarithmes , & elle l’eft aifément par ce moyen. 


La 


Ainfi dans p* = a , *s= -j- 
l.a ti !.tj — - l.r 


: dans 


p* q*~ n .r 


l.p — f- — Lb 

2pp. II. Question. Une fomme d’argent , dé/ignée par (a) , 
a été placée a intérêt à y peur cent , à condition que les intérêts de cha~ • 
que année feroient réunis au capital. On demande à quoi ce fonds 
montera après un nombre donné d’années , exprimé par n. 

Sol. Il eft clair qu'à la fin de la première année , ce fonds 

fera a -h— a , ou bien ( ) « > ou bien encore ( — )a ; 

joo ’ ' ioo ' V lo' 


la fin de la fécondé année , ce fonds fera (—)«■+■ 


20 


Réduifant ces deux fraélions au même dénominateur , on a 

( 21 X20 N / 21 . 

I^T*— ) - * » ou bien en prenant la fomme 

( 21 __ p ar un f em bi a i 3 ] e ca i cu i on trou - 

20X20' \20/ 

vera quia la fin de la troifième année , ce fonds fera - 

de façon qu’après un nombre d’années n, il fera 

Si les intérêts avoient été à z pour cent , le fonds ferait de- 
venu , après la première année (^) fl » après la féconde 

® 1 * > & a P r « " années *• ' 

Appellant donc x la valeur inconnue de ce fonds après un 

nombre n d'années , nous aurons x — (^) B fl , fi le taux pour 

cent eft y. Donc /. x= I. = /•«==»( l.ii-l.zo) 


-H l.a : formule dont on peut tirer la folution de toutes les ques- 
tions de cette efpèce , en donnant à n & à a les valeurs que la 
queftion exige. 

Exemple. Suppotons le capital fl = iooo écus , & qu’on 
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demande ce qu’il doit revenir après ioo ans , en comptant amii 
les intérêts des intérêts. 

Je fais dans la formule « = ioo & a = 1000. 


Je fais par les tables que 


L. zi = 1 , 3222193 
L. zo = i , 3010300 


} 


Donc /. zi — t. to = 0,0211893. 

Donc 100 ( l. zi — /. zo) . . . . =2,11 89300. , 

Ajoutant /. 1000 == i >0000000. 

On an ( /. zi — zo) -+- l.a , ou l.x — 5 , 1189300. 

Or , le nombre qui répond à ce logarithme eft 131501 , ainfi 
dans cette luppofition * = 13 1501 écus. 

300. I I I. Q u e S t 1 o n. On fuppofe une fuite de nombres , qui 
commence à z , & dont chacun des autres foit le quarrè de celui qui 
le précède immédiatement : on demande combien il faudra de carac-, 
tires , pour exprimer le vingt- cinquième nombre de cette fuite. 

Sol. Je vois d’abord que ces nombres peuvent être renté- 
lentésainfi z‘ , z l , z 4 , z* , z ,<5 ,&c. & je remarque que les 
expofants du nombre z , font les puilfances fuccclïives de ce 
même nombre , commençant à o. L ’expofant du zj me - terme 
fera donc z l4 = 167771.16 , &r ce terme fc préfentera ainfi 
a i$777îi«. Son logarithme fera donc 167772115 x /. z. Or,/. 2=0, 
3010300 , qui étant multiplié par 16777216 , donne 5050445 , 
3324600. 11 faudra donc 5050446 caraétères pour exprimer la 
nombre en queftion ( 295 ) ; ce qui fuffiroit pour remplir 9 vo- 
lumes de 350 pages chacun , dont chaque page contiendrait 
40 lignes & chaque ligne 40 caraétères. 


CHAPITRE X. 


Des Permutations , des Combinaifons &* de leurs dijjé- 

rents ufages. 

301. D ÉFINITION. On entend par Permutation, les dif- 
férents arrangemens qu’on peut donner à pluficurs chofes. Ainli 
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les deux lettres a & b admettent deux permutations ; puifqu’on 
peut les arranger de ces deux manières ab , ba. 

Nous fuppolerons ici que les choies dont on cherche les per- 
mutations , font repréfentées par des lettres. Alors il peut arri- 
ver que toutes les lettres qui entrent dans ces permutations 
foient differentes , ou bien que la meme y foit répétée un # 
certain nombre de fois. 

302. 1 . Question. On demande combien de permutations 
feue fournir un nombre n de lettres , qui font toutes différentes. 

Pour le découvrir , j’obferve d'abord que deux lettres a & b 
admettent ces deux arrangemens ou permutations ab , ba. Or , 
une troifième lettre c peut occuper trois places différentes dans 
eh , ainfi que dans ba -, en l’écrivant ou bien au milieu , ou bien 
à chaque extrémité. Donc les trois lettres a ,b , c admettent ces 
Jïx changemens différents acb , cab , abc , bca , cba , bac. Connoil- 
fant les permutations de trois lettres , je connoîtrai ailémenc 
celles de quatre, en oblcrvant que la quatrième lettre d peut fc 
placer de quatre manières différentes, dans chacune des fix per- 
mutations des trois premières : ce qui fait 24 permutations. 
Conyme le même raifonnement peut s'appliquer à un nombre 
quelconque de lettres- différentes , on en conclura : que les per- 
mutations de deux lettres différentes font exprimées par 1.2 = 2 ; 
selles de trois, par 1.2. 3 = 6 : celles de quatre, par 1. 2. 3.4== 24: 
celles de cinq par 1.2. 3. 4. y = 120 , & ainft des autres. 

303. II. Question. On demande combien de permutations 
peut donner un nombre de lettres , parmi lefyuelles il y en a qui font 
répétées , comme dans a , a , b. 

Nous venons de voir que fi ces trois lettres étoient diffé- 
rentes , il en naîtrait fix permutations ; attendu que les deux 
premières a , ô çn donneraient deux , & que la troifième c pour- 
rait fe placer de trois façons différentes dans chacune. Or, dans 
a , a , b les detjx premières lettres ne donnent qu’une permuta,? 
tion , favoir, aa -, donc la troifième lettre l> ne s'y peut placer 
que de trois façons différentes , & par là les fix periqumtions 

fe réduiient à trois, ou bien à — — = 3, 

|.*r * 
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Si l’on a voit propofé les quatre lettres a , a , a , b , on auroit 
pù raifonner de même , en dilant que fi toutes ces lettres étoient 
différentes, les trois premières auroient fourni fix permutations, 
dans chacune delquelles la quatrième lettre b auroitpu repla- 
cer de quatre différentes manières ; ce qui auroit donné 24 
permutations. Mais ces fix permutations des trois premières let- 
tres (eréduifant à une , où bien leur nombre devenant fix fois 
plus petit , il faut auffi que le nombre total des permutations à 

quatre lettres,devicnnc fix fois plus petit > il fera donc-^^-- 5 -'^- 

= 4. 

304. En général , on trouvera que s’il y a des lettres répétées , le 
nombre des permutations efl égal a celui qu’elles fourniraient étant 
toutes différentes , divifé par celui que fourniraient les lettres fmbla- 
bles , combinées comme Ji elles ne l'étoitnt pas. 

, . , , 1. 2.3.4-? > 

Ainfi le nombre des permutations de aaaab , = — 

1 .2.3.4 

= e; celui de aaabb , =■ ~~~Z = 10 1 ce ^ u * aa ^bb , =s 

l -±*±t = xo. 

1.2. 1.2. 3 

30?. Ou plus généralement un nombre m de lettres a & 
un égal nombre de lettres b , prifes m'ann, donnent 1 permu- 
tation , fi l’on prend m fois a ou m fois b ; car ( 304 ) le nom- 

m.m-i.m-z... 

bre de ces permutations eft exprime par = 1 : 

r r r tn.m~i.m-i... 

elles donnent m permutations, fi l’on prend m — 1 fois a & 1 
fois b ; car ce nombre eft alors = n> : clics don* 

n cnt 'HfflL permutations , fi l'on prend m-z fois a & 2 lois b 3 
I • 2» 

rw.yw-i.m-2.... tn.m - 1 

puifquun tel nombre eft défîgne par — — “ 5 

&c.. t , 

30 6. Remarques. I. Lorfqu'on multiplie un Polynôme 

fimplc , un certain nombre de fois par lui-même , chaque terme 

du produit doit contenir autant de lettres ,qu on multiplie en-, 

femblc de Polynômes ; enforte que fi ce nombre de Polynômes 

eft w , la foramç des expofants de chaque terme fera m. 
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307. 1 1 . Chaque terme doit fe trouver autant de fois au produit J 
que fes lettres peuvent donner de permutations. En effet , fi dans l’e- 
xemple ci-defïous , on écrit toujours la lettre du multiplicande 
avant celle du multiplicateur , on verra que fi dans le premier 
produit partiel on place b devant a , dans le fécond on le place 
après j ainfi le terme a'o doit fe préfenter deux fois. De même 
fi dans le premier produit partiel c cil devant a , dans le troi- 
fième il efl après ; ainfi le terme ac s'y trouve deux fois ; c’eft- 
à-dire , autant de fois que fes lettres peuvent donner de permu- 
tations. Il en eft ainfi des autres termes : & la même chofe ar- 
riverait quel que fût le nombre des faéteurs ; parce que cela 
s’enfuit de ce qu’ils font fuppofés les mêmes , & de ce qu’en les mul~ 
tipliant , on écrit leurs lettres les unes à côté des autres. 

Exemple. 



a -f- b -f- c 
a -f- b — f- c 

■P ba — f- ca 


Produits partiels. J 


■ 4 * ab -4— bb -f— cb 


^ ac -+- bc -f- cc 

Prod. tôt. a 1 -h lab -t- zac b 1 -j-zbc-i-c* 


308. C o r o l L. Quand on éleve le binôme a-+- b à la puijfance 
tn , chaque terme doit donc contenir m lettres ( 306 ) & fe préfenter 
autant de fois que fes lettres donnent de permutations ( 307 ). Pour 
former cette puiffance, il n’y a donc qu’à favoir : i°. combien 
on peut faire d’efpèces différentes de termes à m lettres , avec 
un nombre m de a & un pareil nombre de b : z°. combien de 
permutations admettent les lettres , qui forment chaque efpèce 
de termes. 

Or , les cfpèccs différentes de termes à m lettres , qu’on peut 
ainfi former , fe déterminent en prenant m fois a & o fois b , on 
a m : m - 1 fois a 8 c 1 fois b , ou a m -'b : m-z fois a & z fois 4 , ou 
a m ' 1 b 1 . . . . o fois a 8 c m fois b , ou b m . 

Le nombre des permutations pour les lettres de chaque [ ter- 
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» , . m.m-j.m-z... 

me elt ( joç ) pour a m , 

m. m-l. m-z... 

m. m-i. m-z &rc. m 

>=— = m : pour a m -*b l , 

1 . wj - i . m-z.... 1 


- — i : pour ar-'b , 

• • 

m.m-i .m-z.&cc m.m- j t 
1 . z . m-z.... 1 . z 


pour L m , 


m. m-i . m-z... 


m. m-i.m-z... 


1. Il faut donc que la puiffance m du 


Binôme a -+- b fe préfente ainfi: 

_ , m.m - 1 

a m -+- ma m ' l b H a m ' 1 b i 


m.m-i.m-z 


u m -lb i ...+b m . 


1.1 i. 2. 3 

Ainfi la forme de cette puiffance , qu'on a déterminée ail- 
leurs (134) par induétion, fe trouve ici démontrée par la na _ 
ture meme de la chofe. 

30p. Quoiqu on puiffe par la même formule trouver une puif- 
fance quelconque d un Trinôme , d’un Quadrinome , &c. ; il efl 
cependant plus commode , pour éviter de longues multiplica- 
tions , de la former directement, ainfi qu’on forme le quarré ou 
le cube ( 145 ). Or, d’après les principes précédents, on y peut 
parvenir par la méthode fuivante. Suppofons qu’on cherche la 
quatrième puiffance du Quadrinome a -3- b -f- c -+- d ; pour la 
trouver, formez d abordquatre colonnes , dont chacune contienne let 
quatre première! puiffances det lettres a, b, c, d : commençant enfuite 
far le terme fuperieur de la première colonne à gauche , formez , aie c 
let termes qut font a la droite , tous les produits pojjibles à quatre d /— 
menjions : donnez pour coefficient a chaque produit , le nombre qui dé* 
termine combien de permutations il peut avoir ; & vous formerez la 
puiffance cherchée. 

Ainfi , dans l’exemple fuivant , j’écris d’abord le terme a 4 , 
fans le multiplier par d’autres; parce qu’il a quatre dimenfions : 
je lui donne 1 pour coefficient ; parce que les lettres de ce ter- 
me n’admettent qu’une permutation ( 304 ). Dcfcendant à a 3 
je vois qu'il peut former quatre dimenfions avec b , c , d , & 
non point avec d’autres termes à fa droite. J'écris donea’é, 
« i c,a 3 di8c je fais le coefficient 4 , parce que chaque terme 
admet ici quatre permutations (304). a z peut donner quatre di- 
menfions avec b 1 , c z , d 1 , & chaque terme admettant alors S 


* 
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permutations (504) , je place 6 pour coefficient de a l b z , a 1 c i y 
a*d l ;le meme a 1 peut donner encore quatre dimenfions avec bc; 
bd, cd , & chacun donnant alors ix permutations ( 304) , j'é- 
cris ix * r bc , na 1 bd , iza 1 cd. ( 11 eft inutile de parler des au- 
tres termes ). 

Exemple; 

( « + J + c + d ) 4 

b 4 < 4 | d* 

£3 C 3 

b 1 c z 
b * c* 

a 4 -+- 4 £ -4- 6a 1 b 1 -4- 4 a b ' 4 * é 4 - 4 * c 4 - 1 - d 4 

■ 4 - 4a 5 c -\-6a l c z -4-4 ac 3 -4— î c 4c 3 <i 
4- 4^d - 4 - 6a 1 d 1 4- 4<jd î > 4- tfb^d -+-6c z d z 

4- ix a l bc 4- ix ab 1 c 6b z c l 4- 4cd s 
4 - rxa 2 W4- iX(ié 1 d4-66 î d 1 
4- ixa i ci4- \zsc z b 4- izb l cd 
4- 1 zac 1 d 4 - 46c J 
4- izad z b 4- 4 bd* 

4 -ix<id î c 4 - i zbc*-à 
4 - X4aicd4- ixéd 2 e 

310. D É f. Nous entendons par combinaifons de plufieurs 
quantités , le nombre de fois que ces quantités peuvent être 
priles , ou une à une , ou deux à deux , ou trois à trois , &c. 
Ainli les trois quantités a.b, c admettent trois combinaifons une 
à une, favoir , a ,b ,c-, trois combinaifons deux-à-deux, lavoir, 
ab , ac ,bc; &c une combine Ifon trois-à-trois , favoir , abc. 

3 il. 1 1 1 . Question. On demande combien de combinaifons 
fetit donner un certain nombre de quantités , comme a , b , c , d, en 
les prenant d’abord me- à- me , enfuit e deux- à- deux , ÿuis trois- a-, 
trois f &c, 

J’oblerve 


d* 
d * 
d« 
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J’obîcrve i°. que prifes une-à-une , elles donnent autant de 
combinaifons , qu’il y a de lettres ; ainfî m lettres donneroienc 
ni combinaifons. 

a". Que les prenant deux-à-deux , j'écris une fois plus de 
lettres, que j e 11e forme de combinaifons ; puilque je mets deux 
lettres dans chacune. Connoilfant donc le nombre des lettres 
écrites, & le divifant par z, j’aurai le nombre de leurs combinai- 
lo.is deux-à-deux. 

Pour avoir le nombre des lettres écrites,je remarque que cha- 
que lettre doit être écrite avec chacune des autres j & qu’ainfi 
s’il y en a 4 , chacune tera écrite j fois s donc le nombre des 
lettres écrites fera 4. $ : s'il y en a y , chacune fera écrite 4 fois; 
donc le nombre des lettres écrites fera y. 4 : s’il yatn lettres , 
chacune fera écrite un nombre de fois exprimé par >/< — 1 j 
donc alors le nombre des lettres écrites fera m.m — 1 ; & pat 

conféquent celui des combinaifons deux-à-deux fera — 

Pour avoir les combinaifons de ces lettres trois-à-trois,j’obferve 
également que mettant trois lettres dans chaque combinaifon > 
j'écrirai deux fois plus de lettres , que je ne formerai de com- 
binaifons. Il ne s’agit donc que de trouver ce nombre de lettres 
écrites', puilqu’en le divifant par j , j’aurai le nombre de leurs 
combinaifons trois-à -trois. 

Pour le trouver , je remarque que fi j'ai 4 lettres à combi- 
ner trois-à-trois , comme a , b ,c , d , chacune fera répétée autant 

de fois , que les trois autres peuvent donner de combinaifons deu*-à- 
denx. En effet, pour faire les combinaifons trois-à-trois , on voit 
qu’il faut mettre a dans chacune des combinaifons deux-à-deux, 
qu’on peut faire avec b , c , d : qu’il faut mettre b dans chacune 
des combinaifons deux-à-deux , qu'on peut faire avec a , c , d : 
il en eft de même de c par rapport à a , b , d , & de d par rap- 
port à a, b , c. Donc fi j’ai m lettres, je vois que chacune fera 
répétée un nombre de fois exprimé par le nombre des combi- 
naitous deux-à-deux , que peuvent donner m — 1 lettres j c eit- 

R 
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à-dire, par 


É LÉ M EN 3 


m—i.m — 2 


Donc alors le nombre des lettres écri- 


. v . r m.m — i.m — z 0 -, . 

tes trois-a-trois lera , <x par conlequent le nom- 


bre des combinaifons 


m.rr — i.m- 

2 - 3 


Par un femblable raifonnement , on trouveroit que m lettres 
combinées quatre-à-quatre , donneroient un nombre de combi- 

nailons exprime par : — -, Il en leroit de meme 

, , 2 - 3-4 

de toutes les autres. 

312. IV. Question. Onpropofe une loterie , dans laquelle 
il y a un nombre m de numéro , qu’on peut prendre en les combinant 
ou un-à-un,ou deux-à-deux , ou trots-a-trois . . . , . ou r à r. De tous 
ces numéro , il n’en doit fortir de la roue de fortune qu'un nombre n : 
CT l’on demande dans quel rapport ejl la probabilité de gagner à celle 
de perdre, en prenant un nombre p de combinaifons , ou Jïmples , ou 
doubles , eu triples , ou &c, 

S o l. La probabilité qu’on a de gagner eft en raifon du nom- 
bre des combinaifons qu’on a priles , & du nombre de celles 
qui doivent lortir de la roue de fortune : tandis que la proba- 
bilité de perdre eft en raifon du nombre des combinailons qui 
ne fortent pas ( 237 ). Or , il y a un nombre « de combinaifons 
fïmples , qui fortent de la roue , 8e un nombre m — h qui 11e for- 
tent pas. Ainfi par ces fortes de combinaifons , l'efpérance doit 
être à la crainte , comme np : m — n. Pour les combinaifons 

doubles , il y en a un nombre — — - qui doit fortir de la roue 

de fortune , & un nombre — ” qui n'en doit pas for- 

2 

p ( •*>) 

tir. Ainfi par celles-là , l’efpérance eft a la crainte ; : — — : 


m 1 — -v — , . i . 

On trouvera de meme que par les combi- 

2 

naifons triples, l’efpérance eft a la crainte y. ^ ^ 1 

m 3 — y/it-hzm — n 5 -)-}): 1 — 2 ». 

~TT S ~~ 
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De forte que fi l’on fait p — i , m = 90 & n = y , on aura 
par les combinaiions Amples, que la probabilité de gagner cil à 
celle de perdre :: 1 : 17; parles doubles ;; 1 : jpp, y,- par 
les triples “ 1 : 11747. 

313. V. Question . On demande ici, combien on frit faire de 
queftions différentes , fur les pregreffons Arithmétiques ù' Géométri- 
ques , en fuppofans connues trois de ces cinq chofes , le premier ter- 
me a t le dernier s , le nombre des termes n , le quotient on la diffé- 
rence q , la fomrne s. 

Sol. Puilqu'on (uppofe qu’à chaque fois il y a trois don- 
nées , & par conféquent deux inconnues , il y a une fois plus 
de quellions à faire , qu'on ne peut trouver de différentes coin- 
binaifons pour ces trois données. Or , pour celles-ci il y a 10 
combinaifons , puifque ( 3 1 1 ) à prendre y chofes trois-à-trois » 


le 


nombre des combinaifons eft 


1.1.3 


= 10. Il y a donc 10 


queftions différentes à faire fur les progreflïons , connoiftant 
trois des cinq chofes qui y entrent » & elles fe réfoudront tou- 
tes parles deux propriétés , dont l’une donne l'expreftion de la 
fomme de tous les termes & l’autre celle du derniers &: dans le 
cas où il s’agira de trouver la valeur des inconnues exponen- 
tielles , comme il arrive dans la progveftion géométrique , on 
aura recours aux propriétés des Logarithmes, prouvées ci -deflus 
( )• 


1 

I 

I 
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SECTION QUATRIEME. 

■ De VAnalyfe. 


CHAPITRE PREMIER. 


Des propriétés générales des Équations. 

Ji-J-L’ A N A L Y S E en général eft l’art de décompofer une 
quantité en toutes celles qui y (ont contenues ; mais ici nous 
n’entendons par -là , que les moyens de trouver dans une exprejjîon 
algébrique, la valeur de certaines quantités, qui y for.t combinées avec 
d'autres. Celles dont on cherche la valeur, & qui pour cette 
raifon font appellées des inconnues , s’expriment ordinairement 
par les dernières lettres de l’alphabet , x , y , z , 8e les quan- 
tités données ou connues , par les premières. Pour trouver ces 
valeurs , on forme une équation ou exprejjîon d'égalité entre plu- 
sieurs quantitésjtout ce qui eft à la gauche du ligne =, en eft le 
premier membre, 8c ce qui eft à la droite, en eft le fécond. Quand 
on eft parvenu à laiffer l’inconnue feule dans un membre , 
tandis que l’autre eft compofé de quantités toutes connues , 
alors on a dégagé l’inconnue ; ou bien on a trouvé fa valeur. 
Cette valeur eft àppeiiée une racine de l'équation •, & l’on ne 
doit point confondre ces (ortes de racines avec celles que four- 
niifent les puilfances. 

3 1 J. Axiome. On ne détruit point l'égalité entre les deux mem- 
bres d une équation , Ji l'on fait fubir les mêmes changemens à l'un 
& a l’autre. 

On peut donc leur ajouter ou bien en fouftraire la même 
quantité ; les multiplier ou les diviler par la même quantité j 
les élever à la même puiflance ou bien en extraire la même 
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racine , fans détruire l égalité qu’il y avoit cntr’eux avant ces 
changemens. 

516. Co Rôti. 11 luit de là i°. que fi le même terme avec le 
mène fie; ne fe trouve d.vit let deux membres d'mt t équation , on feue 
l'tjfiacer de part & d’antre. Par là l'exprcflion devient plus fim- 
ple , fans que l’égalité foit détruite. Ainfi a 1 -+- b— x -f- a 1 de- 
vient b = x , en effaçant a 1 de part & d'autre. 

j 1 7. 1". Que s'il y a phtfieurt termes femblables dans une équa- 
tion , on peut les réduire d un fieu!. Ainfi a 1 -t- * -h $a l — c -h x , 
devient 4a 1 — r. 

51 3 . fi. Qu'en changeant le figne d'un ternie , on peut le faire pafi- 
fier d'un membre d’équation à l'autre , fans détruire l'égalité. Ainfi 
x 1 -f- px= q — / , peut fe changer en x 1 -t- px -+- t = j ; car par 
là , on ne fait qu’ajouter la même quantité -+- 1 aux deux mem- 
bres ,& réduire le fécond; puifque x'--\-px-=.q — «devient , 
en ajoutant -t-»dcs deux parts, -p-px-p-t = q — 
réduifunt le fécond membre, x 1 px -t- t= q. Si l’on avoit fait 
x 1 -+- px — q= — t , on auroit fouflrait q de chaque membre 
(cette opération s’appelle Tranfpcfition ). On peut donc par la* 
Tranfpofition , faire paffer tout le fécond membre d’une équa- 
tion dans le premier, en lafffant o à fa place. Ainfi * l -t- px 
= q — t peut devenir x - -y- px — q-\-t — o 

31p. Si après avoir tranfpofé tous les termes d'une équation 
dans un fcul membre , on les -ordonne par rapport à une in- 
connue , on les appellera premier , fécond , troifième terme , 
félon l'ordre décroiffant des expofants de cette inconnue ; & on 
appellera dernier terme , celui où l’inconnue ne fe trouvera 
pas. Si enfin la lettre par laquelle on ordonne l’équation ,a 
le même expofant dans plusieurs termes , on les écrira les uns 
fous les autres , & ils feront cenfés faire un même terme com- 
plexe. Ainfi l’équation fuivante , ordonnée par rapport à * , 
s’écrira fous la forme qu’on voit ici , & on dira quelle ne con- 
tient que quatre* ternies. 

t 
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* x 3 — ax 1 >+- ai* — aie ss o 
• — bx 1 -f- acx 
— c * 1 -f- bcx. 

Après qu’une équation a etc réduite autant qu’il eft poflible , 
on dit quelle eft du degré exprimé par le plus haut expolant 
de l’inconnuc,fi elle n’en renferme qu’une ; ou bien par la plus 
grande fomme de leurs expofants dans le même terme , fi elle 
en renferme plufieurs. Ainfi l’équation précédente eft du troi- 
fième degré ; celle-ci -f- * H-p = o eftdu fécond celles- 
ci x-+-b=:c,x-+-y-4-z — q, font du premier. ( * ) 

Comme chaque opération d’ Algèbre a fa contraire, il eft évi- 
dent qu’il faut chercher à dégager l'inconnue,par des opérations 
oppofées à celles qui l'ont engagée avec les connues. Or , fi 
l’équation eft réfoluble , il n’ell point poftible que l’inconnue 
n’ait été engagée par quelqu’une des fix opérations fuivantes , 
ou par plufieurs à la fois ; favoir , par addition ou fouftraétion ; 
. par multiplication oit divifion -, par l’élévation à quelque puif- 
fance , ou par l’extraélion de quelque racine. 

3 lo. I. Si l'inconnue eft engagée par addition ou par foafi 
traétion , il faut la dégager par la tranfpofition : en la rendant po - 
fitive dans un membre, & tranfpofant tous les termes dans l’autre. 
Ainfi dans * 4- p -h q — r , j’écris x = r — p — q -, dans ab — c 
= cd — x , j'écris x = cd — ab -+- c. Je fuis fur que fans détruire 
l’égalité ( 318 ) , j’ai employé l’opération oppofée à celle par 
laquelle l’inconnue étoit engagée. 

321. 1 1 . Si l’inconnue eft multipliée , il faut tompofer un mem- 
bre des feuls termes ou elle fe trouve , & divifer toute l'équation 
far ce qui multiplie cette inconnue, Ainfi dans « + i = rona, 


( * ) On appelle auflï équations linéaires , celles du premier degré t équations 
flânes , celles du fccon.l : équations cubiques , celles du rrtsifièrae. Ces dénomina- 
tions font fondées fur quelques rapports avec les dimensions de l’etcnduc, de (quels 
nous parlerons en Géométrie. 


/ 
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en tranfpofant b , & divifant par a , x = Mais nous avons 
vu ( r ! 2 ) que fi la même quantité entre pour faüeur dans plufeut x 
termes } elle fait un produit avec tout ce qui n'tfl pas elle , dans ces 
mêmes termes. 11 faut donc alors , pour dégager l'inconnue , 
divifer l'cquation par ce qu'il y a dans ces termes de différent 
de l’inconnue. Ainfi dans ax bx -+- x = c d , je vois que 
dans le premier membre * fait un produit avec n+i+i ; di- 
vilant donc toute l'équation par ce fadeur , j’ai * = . 

322. III. Si l'inconnue eft divifée , il faut tout multiplier par ce 
divifeur. Ainfi dans ^+i = f — d, multipliant d'abord par a , 
j’ai * -f- ab = ac — ai , & tranfpofant j'ai x = ac — ai — ab. 
Dans = c , j’ai x= ac —bc. En général , pour faire difpa- 
roitre les fradions dans une équation , il faut multiplier tous 
fes termes , par le produit de tous les dénominateurs. Or , pour cela 
il fuffit dans chaque terme fractionnaire d’effacer le déno- 
minateur, & de multiplier par tous les autres dénominateurs 
(|j). Ainfi —f , devient ad-d-cx — dex = dfx ; 

x 1 x q . 

— -H- -f ~y—t — «,devient prx 1 -+- alrx ■+■ abpq = alprt — abprtt. 

Par là on ne fait que multiplier les deux membres par les me- 
mes fadeurs , ce qui ne détruit point l’équation. 

32$. IV. Si l’inconnue elt élevée à quelque puiffancc , il 
faut ( s’il fe peut ) la lai fer feule dans un membre , & extraire de part 
& d'autre la racine analogue à cette puiffar.ee. Ainfi dansât - 4 - x 1 
= c, j’écris x 1 zr c — ab ; & extrayant la racine quarréc x — -j- 
y<—mab ( nous parlerons plus bas des différents cas qui fe pré- 
entent ici).Entin,fi l’inconnue eft affeétée de quelque radical, il 
faut le faire difparoître en élevant tous les termes à la puiifance 
qui répond à ce radical. Ainfi y'x = b devient x = b 1 . y'xî. 

c=.a~d-b devient xi = ( a-+- b )* & x = V ( a L ) l . 

La manière dont l'inconnue eft engagée fera donc voir , dans 
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tous les cas , quelle eù celle des opérations précédentes quil 
faut employer, pour la dégager. 


CHAPITRE II. 

Des Équations du premier degré à une feule inconnue. 

314- A V A N T d’en venir à l’application des règles précé- 
dentes , il fe préfente quelques réfléxions à faire fur la ma- 
nière de mettre un problème en équation. D abord on voit 
qu’il feroit abfurde d’en demander la lolution , fans afhgner 
quelque condition , ou rapport des quantités connues avec les 
inconnues , d’où l’on pût la tirer. Quelquefois , à la vérité , 
on n’eft pas obligé de détailler ces conditions ; parce quelles 
dépendent de certaines propriétés qui entrent dans le problème! 

& q^e (ans être explicitement énoncées , clies n en font pas 
moins renfermées dans la queftion propofee. Dans ce cas 1 A- 
nalyfte ne peut les découvrir , que par la réflexion aidee des 
connoiffances relatives au fujet dont il s agit. Ces conditions 
une fois connues , il exprimera par des lettres les différentes 
quantités qui entrent dans la queftion , & il formera autant d'é- 
quations , qu’il y a de rapports différents entre ces quantités. Il 
évitera fur tout d’introduire dans le calcul plus de lettres qu il 
n’en faut , & de préfenter comme indépendante! des équations 
qui , par quelque opération algébrique , peuvent fe réduire à 
la même. Enfin il s’alfurera , avant de commencer fes calculs , 
que chaque équation eft la traduélion exaéte de la condition 
quelle doit exprimer , & que toutes enfcmble rendent fidèle- 
ment la queftion propofée. Mais ici , comme dans plufieurs au- 
tres cas , les exemples inftruifcnt mieux que les préceptes. 

jiy. Problème I. Pierre & Jean ont fait enfemble un 
fonds de ydyécusi Pierre en amis 137 de plus que Jean ,on 
demande quelle eft la mife de chacun. 

Sol. i". Je vois que les noms de mife , d’écus , de Pierre & 
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Jean font des putes dénominations inutiles pour la folu- 
t:on de la quellion. C’efl pourquoi les biffant à part , je fais i 

{#=:} 

i u . Quoiquil paroifle d abord qu il y a tei deux inconnues , 
favoir , la mife de Pierre &r celle de Jean ; je vois bientôt qu'il 
n'y en a réellement qu'une ; puifque connoiflant celle de Pierre, 
il fit (Tira d’en fouftrairc 157 écus ou b, qui fait la différence 
des mifes , pour avoir celle de Jean. Ainiî appcllant la pre- 
mière x , la féconde fera x — L. 

5 0 . D'après les conditions du problème , il faut que la fomme 
de ces deux mifes vaille écus ou a -, donc tout fera exac- 
tement exprimé en faifant x-f-* — b = a. Tranfpolant 8c ré- 
duifant , zx = a -+- b ; 8c divifant par 1 ( 321)*= , ex- 

preffion de la mife de Pierre. Poqr avoir celle de Jean , je 
fouftrais b de , ce qui donne — b j & donnant un mê- 
me dénominateur , puis réduifant, je trouve Si je fubfti- 
tue les nombres à la place des lettres , la mife de Pierre fera 
écus , & celle de Jean fera -ilLlii 7 
= 4 ^-= 214 ccus. En effet on trouvera que la fomme de ces 

deux mifes cft , 8c que l’excès de la première fur la fé- 
condé cft 137, comme le problème le porte. 

32 6. Re marque. L'Analife mène fouvent à des vérités 
qu’il eft aifé , en fuivant une marche contraire , de prouver 
par la voie de la Synthèfe. Ainfi la fdlution du problème pré- 
cédent peut donner lieu à ce théorème. “ 

327. Théorème. La p lus grande de deux quantités vaut la 

moitié de leur fomme , plut la moitié -de Itur diffrcnce : & la plut 
petite vaut la moitié de la fomme , moins la moitié de la différence . 

1 D e m. Soit a > b : i°. je dis que l’on trouve a en prenant la 
moitié de la fomme de a 8c de b , favoir , ~~ , &: lui ajoutant . 

la moitié delà différence, qui eft En effet (en 

* S 
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effaçant H- * 8c — ~ ) devient j a -+- 1 a ou a. i*. Je dis qu'oit 

trouve b en fouftrayantla moitié de la différence de lamoitié de la 

fomme ; car i! vient alors — = -* = é. 

2 2 

328. Problème II. Trouver un nombre , qui , multi- 
plié par rz , vaille autant qu'ajouté à 12. 

S o l. Soit x pour ce nombre , 8c nous aurons * 4- 12 =12 x; 

donc iz=i2x — x=iix, 8cx=— • 

7 11 

Si au lieu de 12 nous écrivions a , il nous viendrait x=~^~. 

fl-P 

8c l’on pourrait déduire de là cette propriété générale : que fi 
un uarr.br e tfi divifé par un autre plus petit que lui d’une 
unité, 'le quotient fera tel , que foit en l'ajoutant au dividende , 
foie en le multipliant parce dividende, la fomme & le produit 

feront tonjourt égaux. Ainfi 12 -f- jf J ou 13 ~ vaut autant 

que 1 2 X pp = = 1 3 : de même 4 + |= 4 xf, car 

l’un & l’autre de Ces nombres eft r - . 

1 i 

32p. Problème III. Un Marchand a trois Débiteurs, 
A , B , C j il a oublie ce que chacun lui doit , 8c^e fouvient 
feulement que les dettes de A & de B , ajoutées enfemble , 
valent 60 louis ; celles de A de C, 80 ; celles de B 8c de C, <>2. 
On demande combien chacun lui doit. 

S o l. J appelle la dette de A , * -, & puifque par la première 
condition , étant ajoutée à celle de B , elle vaut 60 louis , l'au- 
tre fera 60— x. De plus , comme A & C par la fécondé condi- 
tion doivent 80 louis , la dette de C eft 80— x : 8c enfin puif- 
.que par la troifième fuppofition , les deux dettes de B 8c de C 

ajourées enfemble valent pz louis , 60— x 80 x = p Z . En 

tranfpofant, j’ai donc 140— p2=zx ; réduifant, 48=zx : divifant 
par 2 , 24 = x. Donc A doit 24 louis ; B qui doit 60 — x, en 
doit 35 i & C qui doit 80 — x , en doit S 6 ; 8c l’on voit que ces 
nombres remplifTent les conditions du problème. 

330. P r o b l è m e IV. Quelqu'un regarde à fa montre 8c 
on lui demande l’heure qu’il elh Il répond : entre y & <S ; mais 
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comme on veut une réponfe plus préciie , il ajoute : dans cet 
inftant l’éguillc des minutes & celle des heures iont fur le me- 
me point. On demande qu'elle heure il étoit alors. 

Sol. 11 ne s'agit ici que de chercher la partie ou les parties 
d’une heure , qu’il faut ajouter à j- pour avoir l’heure deman- 
dée. Appellant donc cette partie d’heure x ; le point où le 
rencontrent les deux éguilles , A ; j'obferve que dans le tems 
que l'éguille des heures a parcouru fur le cadran l’elpacc x, celle 
des minutes eft venue de 12 en A , c’eft à-dire , quelle a par- 
couru j -+- x. Or , la vitelfe de la première étant la douzième 
partie de celle de la féconde , l’cfpace x doit être la douzième • 

partie de j -f- x , ou bien on a x = f ~ } ôtant la fraétion & 
tranlpofant , il vient 1 ix = y ; &: enfin x = i- , c’cft-à-dire, 
qu’il étoit alors j h -H — , ou bien 
Si le point auquel répondent les égaillés , croit fuppofé entre 
6 Sr 7 , on auroit x = j entre 7 &: 8 , x = 2 . ; entre S & <? , 

x — Tî ’ ^ ortc ft uc I e dénominateur de cette fraction eft tou- 
jours 11, & le numérateur eft le nombre qui délïgne l’heure 
au-delà de ^laquelle les éguilles fie trouvent. 

33 1. P x o b. V. Un Marchanda deux fortes de vin, l’un 
à 20 f. le pot , I autre à 12 f. Il veut les mêler cnfemble pour 
en faire 100 pots à 14 f. le pot ; on demande combien il doit 
prendre de pots de chaque forte. 

S o l. Si Ion appelle x le nombre des pots de la meilleure 
forte, 100 — x exprimera le nombre des autres. li faut donc 
pour avoir en fous le prix de la meilleure forte , multiplier 20 
par x , ce qui fait 20* j pour avoir le prix de l'autre , multi- 
plier 100 — xpar 12, ce qui fait 1200 — 12 x : & peur avoir 
le prix du mélange , multiplier 100 par 14, dont le produit 
eft 1400. Or, le prix des deux fortes devant valoir cnfemble 
Je prix du mélange, on a 1200 — 12 x -t- 20X = 1400. F.é- 

duifant & tranfpofanc , 8x = 200 -, ou bien x = = 2p s 

Sij 
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c’eii-à-dire , que le nombre des pots de la meilleure forte doit 
être zp , & celui de l'autre forte ioo— xj 011 7f* 


CHAPITRE III. 

Des Équations du premier degré à plufieurs inconnues. 

3jz. Si un problème ne fournit pas autant d’équations que 
d inconnues , il n eft point poffible de trouver la valeur de cha- 
cune. Par ex. fi on n avoit que cette équation ax = c — by j 
avec les deux inconnues qu elle renferme , on auroit en divi- 

fant par a,x — c ~, ou bien en divifantpar b, y =s ^-*,011 l'on 
voit que la valeur de x renferme y , & que celle de y renfer- 
me x. Ainfi ces fortes d équations n’apprenent rien ni fur x ni 
!ur y à moins qu’on ne fuppofe une valeur à l’une ou à l’au- 
tre. Faifant par ex. y = 6 , j’aurai *= ÎZÉL j & faifant *=z , 

j aurai y — — Ces fortes d’équations s'appellent indéter- 

mtneer , & les problèmes qui les donnent , font attflî appellés 
problèmes indéterminés -, parce qu’ils font fufceptibles d'une infi-» 
nite de folurions , à moins que l’état de la queftion ne leur 
fixe des limites. Nous ne dirons rien ici de ces fortes d’é- 
quations. 

On appelle déterminé tout problème , qui fournit autant d’é- 
quations , qu’il contient d’inconnues ; c’eft de ceux là que nous 
allons parler, en commençant d’abord par ceux qui ne ren- 
ferment que deux inconnues. Or , dans ces problèmes il 
peut arriver trois cas : i°. que chaque inconnue n’entre que 
dans une équation, comme dans ay b = c , dx + e —f -, & 
alors on trouve la valeur de chacune , par les méthodes ci- 
defifus, i°. Qu’une des inconnues entre dans une feule équa- 
tion , Sc 1 autre dans deux , comme dans ax 4 - by = c. , dx iy 
Que chaque inconnue entre dans deux équations > 
fpmmç dans ax -j- by ~ c , dx ey ~ f. 
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Dans les deux derniers cas , on a deux méthodes pour trou- 
ver la valeur de chaque inconnue. 

PREMIÈRE MÉTHODE. 

[* ] Prendre les valeurs égales d'une meme inconnue. 

jjj. i?. Daiu chacune dei deux équations données ( que j'appelle 
fr entières équations ) , prenez à part la valeur d'une même inconnue. 
Z*. Égalés enfemble ces deux valeurs ; & vous aurez une équation 
avec une feule inconnue , dont vous trouverez la valeur par les mé- 
thodes ci-dejfus. i°. Dans la plut ftmple des équations précédentes , 
fubjlituét celte valeur à la place de l'inconnue , & vous aurez la va- 
leur de l'autre. 

Exemple. 


Premières équations. 
Valeurs égales 


{ ax -+- by = c I 
dx -h ey = / ( 

de x... J ’ a 

1 - = ^ 

Équation des valeurs f e — by / — ey ) 

égales de x \ 4 d J 

( ,= fÙZli-X 

\ 7 ae—bd) 


Valeur de y 


Subftituant cette valeur f ce bf 

de y , il vient pour *• • • -1 ae — bd 


% 


( * ) Prendre U valeur d'une intonnue , n’eft pas la même chofe que trouver lu 
vtleur de eecte inconnue. On en prend la valeur , en faifaat d’elle feule un mem- 
bre d’équation , de quelques quantités , foit connues , foit inconnues , que i'autre 
membre foit compofé ; mais on n’en trouve la valeur qu’autant qu'énnt feule dans 
un membre d’équation , l'autre membre eft compofé de quantités routes cousues. 

/ 
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SECONDE MÉTHODE. 

Suhjlituer la valeur d'une' inconnue. 

334* 1 “• Dans une des premières équations prenez la valeur d’une 
inconnue, & l' écrives à part, z°. Dans l’autre équation ftbfiitués cette 
valeur à la place de cette même inconnue ; & vous aurez une équation 
avec une feule inconnue , dont vous trouverez la valeur. Dans l'équse- 
tion mife à part, fubflituét cette valeur à la place de l’inconnue quelle 
repréfcmc , & vous aurez la valeur de l’autre. 


Exemple. 

{ 1 Valeur de 

2 * * c J- y prifc de la 

4 > — x = d J première.. 

Valeur de y( Valeur de * 

fubftituée dansj 4 c — ÿx=.d >fubftituée dans 
la fécondé (. J celle de y ... . 

Valeur de x . . ../ * = Ü-T^l Valeur f 

( 9 | de y ... £_ 




335 * Sc holie. Quand il n’y a que deux inconnues, & quel- 
quefois même quand il y en a trois, fi l'on veut en éliminer quel- 
qu une , il eft ordinairement plus fimple de la rendre pofîtivc & 
de lui donner le même coefficient par tout , puis de fouftraire 
une équation de l’autre. Or , pour donner dans deux équations 
le même coefficient à une inconnue , il faut multiplier chaque 
équation, par le coefficient que cette inconnue a dans l'autre. Ainfï 
dans ax -f- by = c , dx -f- ey — f , je multiplie la première équa- 
tion par d , la fécondé par a , & j’ai adx -f- bdy = de , adx -f- aey 
— a f Souftrayant la fécondé de la première , j’ai bdy — aey 


= de — af. Donc y = 


de — af 

— . Qu on ne croie pas que cette 

bd — ae 11 


valeur de y n’eft pas la même que celle de l’exemple ci-deflus 
( 333 ) > quoique les lignes foient tous différens j car on ne chan.-* 
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ge ni l’efpèce ni la valeur d’un quotient , en changeant à la fois 

tous les (ignés du dividende & du divifeur. Quelquefois on éli* 

mine une inconnue , en multipliant l'une par l’autre les deux 

\ • y 

équations où elle fe trouve. Ainli dans a l x = -8c x — , en 


multipliant membre par membre , il vient a 1 x 3 - = b l ; donc 



33 6 . Quand un problème déterminé fournit trois équations & 
par conléquent trois inconnues , on peut commencera en chaf- 
fer une par l’une ou l’autre des méthodes que nous venons 
de donner; & enfuite on traite les deux autres , comme nous 
venons de le faire dans les équations à deux inconnues. Il y a 
des cas où l’une de ces méthodes abrège le calcul plus que 
l’autre : l’habitude feule peut les faire diftingucr. 

Si l’on employé la première ; il faut i°. Dans chacune des équa- 
tions données , prendre la valeur de la même inconnue. z°. Egaler ces 
valeurs deux-à-deux , & l’on aura deux équations avec deux incon- 
nues , que l'on traitera far les méthodes précédentes. Ayant ainlî 
trouvé la valeur d’une de ces inconnues , on la (ubftituera dans 
celle des équations où elle fe trouve avec une autre feulement, 
pour avoir la valeur de cette autre. 

Si l’on employé la fécondé Méthode ; i\ On prendra dans une 
des premières équations la valeur d'une inconnue , pour la fubftituer 
dans chacune des autres ; & l’on aura par là une inconnue & une 
équation de moins. z°. Parce que nous avons dit fur les équations à 
deux inconnues , on trouvera la valeur d'une inconnue , quenfuhJU- 
tuera dans les autres équations , pour avoir la valeur des autres ini 
connues. 
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Exemple. 


Premières f Z + l=i\ { * = 
équations... 1 ûy + z -se j j x = 

| | 

I ay + î = e J 


c-hy 

a Caze A 
d — bz 


} 


Secondes 

équations.... 


( de- 
\ z— e— a y 


— y ad — c — y 


ab 


ab 


Caze B j. 


Troifiéme j c y . — e — ay J. 

équation . .. ab J 


t 


&*by — y — abe -h c — ad Caze C 


} 


Donc. 


y = 


abe -4- c — ad 


a z b — i 
a z d — ac — e 
a z b — i 
abc-t-be — d 
a x b — i 


Dans cet exemple l’inconnue x ne fe trouvant pas dans tou- 
tes les équations , je prends fes deux valeurs ( Caze A ) dans 
la première & dans la fécondé des équations données , & je 
c -f- y ' 

fais enluite — — — d*-bz. Comparant celle-ci avec la troifiè- 

mc des équations données,qui ne renferme également que> & z t 
j’ai les lecendes équations. Prenant dans celles-ci les valeurs 

de z ( Caze B ) , j’en fais la troifième équation , qui fe réduit 

ea 
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en otanc la fraCtion & : tranfpofànt, à celle de la Caze C. Enfin , 
dans celle-ci je trouve la valeur de y , en divifant tout par 
u l b — 1 ( J12 ). Subftituant pour y dans z = e — ay ( Cale B ), 

- j'ai la valeur de z. Subftituant cette dernière pour z dans a = 4 
— lz ( Caze A ) , j’ai la valeur de x. 

337. Sc houe. Les équations du premier degré préfentent 
deux remarques eficntielles à faire. 

1 °. Il arrive quelquefois que , fans s'en appercevoir , on met 
quelque contradiction dans les premières équations d'un pro- 
blème , ce qui fudît pour en rendre la folution impoflible. Alors 
le calcul mène à une équation abfurde , comme feroit celle-- 
ci , zo = 30. Soient par ex. ces deux équations * — y = 30 , 
x h- 10 = y 100 : prenant les deux valeurs de * , on a x = 30 
-f- y , x = 90 -\-y ; & les égalant on a 30 -h y = 90 -+-y , ou 
bien ôtant 7 , 30 =po : équation abfurde , qui indique que le 
problème qui a fourni les deux premières équations, eft impôt - 
lible 5 ou bien que fes conditions<font contradictoires, 8e qu’ainfl 
la queltion n'eft pas propofable. 

2 0 . Quelquefois encore on conllruit mal les premières équa- 
tions d’un problème ; de telle forte qu’elles ne 'font pas abfo-> 
lument indépendantes entr’clles. Cela arrive lorfque l’une s'en-* 
fuit de quelques autres combinées enfemble , foit én les multi- 
pliant ou les divifant par elles-mêmes ou par quelque quantité' 
connue, foit en leur ajoutant ou retranchant quelque valeur 
connue. Alors la fuite du calcul fait trouver autant d’équation» 
identiques ( c’eft-à-dirc , ridicules , puifqu’elles n’apprenent rien ) 
qu’il y a de ces défauts dans la conftruCtion. Ainfi dans y* -+~y 
= 100 8e ioy -+- jox = 1000 , en prenant les deux valeurs de 
y , on trouve cette équation identique 1000= 1000 ; parce que 
la fécondé équation n'eft autre chofe que la première , multi- 
pliée par 10. 

338. Problème I. A dit à B , il y a fept ans que j’étoi* 
trois fois plus âgé que vous, & dans 7 ans j’aurai précifément 
le double de votre âge : on demande l’âge aCtuel de A 8c de B; 

Soi. Soit * l'âge de A, y celui de B, fept ans auparavant , l'igof 

T 

» i 

1 * 

i 


1 
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de A étoit donc * — 7 , & celui de B , y — 73 au lieu que 7 ans 
après, le premier fera * -t- 7 , &: le fécond y 7. Or , par la pre- 
mière condition , * — 7 = > — 7 X 3 5 & par la fécondé *4-7 
= >-4-7X1. Souilrayant la première équation de la fécondé , 
j’ai 14 = i> - 4 - 14 — j> -f- 21. Tranfpofant les termes affeétés 
dey,& réduifant, j’ai y = 11. Subftituant enfuite cette valeur 
pour y , dans la première équation, j’ai * — 7 = 63 — 21 3 donc 
* = 4P , & ces deux âges fatisfont aux conditions du problème. 

339. Problème II. Trouver une fraétion , telle que fl 

on ajoute 1 au numérateur , elle vaille ~ : & que fi on ajoute 
1 au dénominateur , elle ne vaille que -. 

4 • 

Sol. Soit cette fraétion - ; fuivant la première condition 

= - , & fuivant la fécondé -. Otant les fraélions on 

y j >+> 4 

a > i x ■+• i ~y & 4* = y -t- 1 , ou bien> = 4* — 1 : égalant ces 

deux valeurs de y , il vient 3* - 4 - 3 = 4X — 1 3 donc # = 4. 

Subflituant à la place de * dans y = 4* — 1 , on trouve ,y == ly. 

Donc ~ , qui devient dans un cas — ou j, & dans l’au- 

4 1 

tre,^ ou -. 

340. Problème III. Un Marchand acheté trois fortes de 
marchandifes A , B & C : le prix de la première , avec la moi- 
tié du prix des deux autres , vaut yi livres : il en ell de même 
du prix de la fécondé, avec le tiers du prix des deux autres : & 
du prix de la troifième , avec le quart du prix des deux autres. 
On demande le prix de chaque marchandée , en particulier. 

Sol. Suppofons que le prix de A foit exprimé par#-: celui de 
B, par 7 : celui de C,par z : & yi 1 . par a. Puifque d'après la pre- 
mière condition , le prix de A joint à la moitié du prix des deux 
autres, vaut yi 1 . 3 on a cette équation, x -4- = a. Puifque le 

prix de B , avec le tiers du prix de A & de C , vaut également 
yr I. , on a encore , y - 4 - "• = a ; & enfin, puifque le prix de C, 
avec le quart des prix de A & de B, vaut auflî y i l. 011 a enfin cet- 

tetroifième équation, z+~-==.a. Ainfi , toutes les conditions 
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font exprimées par les trois équations dè la première Caze. 
Otant les fraétions & mettant les s feuls d'un côté , en les 
Tendant pofitifs , on a les trois valeurs de * ( Caze z )■ Éga- 
lant la première valeur» la féconde , & celle-ci à la troifîème , 
on a , en plaçant les jr du même côté , les équations de la Caze 
J. Prenant ici les deux valeurs de y , on a une équation ( Ca- 
ze 4) qui ne contient que * j & ôtant les fractions on a , en 

tranfpofant, * = a. Subftituant cette valeur dans une des 

équations de la Caze j , on trouve que/ = — a ; & enfin , 

’7 

fubftituant les valeurs de j & de * dans une des équations 
de la Caze z , on a * = — a. De forte que a étant fl livres , * 

17 

*= 15 1./= jj 1. *=jpl. 


Caze 1. 
4 - : 

Z 

. *■+•* 


<-by_ 


Caze i. 

za — y — z 
x = 

X 

x=ia — iy—z 
1 

j x = 4*— 4*— 'J 


Caze j. 

Caze 4. 

ÿ/ = 4a— • x 



4a — z jr — a 

*y = 3 z — « 

■ S * 


Valeurs de 


'? 

1 1 

y— — <* 
1 7 

«=Ia 


Tij 


Digitized by GoogI 



148 Ê L É M E N S. 

341. Nous allons placer ici quelques problèmes , fur le (quels 
les Commençans pourront s’exercer. 

Problème IV. Trouver deux nombres tels , que la dou- 
zième partie du premier étant ajoutée au quart du (econd , la 
fomme (oit 6 ; 8e que le tiers du premier Coudrait du fécond , 
la différence foit également 6 . 

Problème V. On demande trois nombres , qui . ajoutés 
deux-à-deux,donnent pour (ommes trois nombres connus a,b,c. 

Problème VI. Une quantité a étant donnée , on -de- 
mande de la partager en un nombre n de parties , de telle gran- 
deur , que la plus petite foit furpaffée d’une quantité donnée 
per chacune des autres. 

Problème VII. Quelqu'un eft convenu d'acheter tous 
les poiffons d’une certaine elpèce , à raifcn de y fols par pouce 
de longueur : on lui en prélente un , dont la tête a 1 » pouces j 
dont le corps eft les deux tiers de la tête 8e de la queue , 8e 
dont la queue eft les ~ du corps & de la tête. On demande 
le prix de ce poiffon. 

Problème VIII. En 1780 on demandoit à quelqu'un l’âge 
qu'il avoit ; il réoondit : fi j’érois né z ans plus tard , je pour- 
rois dire : ajoutez la moitié des années qui fe lont écoulées 
depuis le commencement de ce ficelé , jufqu’à celle de ma 
nailfance , au quart de celles qui s’écouleront depuis ma naif- 
lance jufqu’à la fin du ficelé , 8e vous aurez mon âge. On de- 
mande quel étoit cet âge. 

Problème IX. Trois joueurs A , B 8e C , avoient de- 
vant eux un tas d’écus qu’ils, avoient gagnés enfemble , & 
qu’ils dévoient partager à ces conditions : qne A en au- 
roit la moitié , B le tiers , 8r C la fixième partie. Mais ayant 
eu dilpute entr’eux , ils le jeterent lur le ras 8e chacun en 
enleva ce qu’il put. Quelque temps après ils (e calmè- 
rent & firent un nouveau tas d’écus, dans lequel A ayant 
remis le. tiers de ce qu’il avoit enlevé , B le quart, & C la 
cinquième partie, la fomme fut 174 écus. Alors ils par- 
tagèrent ce tas par portions égales , 8e (ans employer d’autre 
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fnonnoie , chacun le trouva avoir la part qui dcvoit lui reve- 
nir , d'apres leur accord. On demande combien il y avoir d’é- 
cus dans le premier tas , & combien chacun en avoir enlevé. 


CHAPITRE IV. 


De quelques propriétés générales des équations composées, 

O N appelle en général équations comro fées , toutes celles 
qui (ont au-deflus du premier degré ; parce qu'on peut les re- 
prefenter , ou du moins qu’on les repréfente , comme le produit 
de pluficurs fadeurs , dont chacun contient l’inconnue. Voici 
des exemples de ces fortes d’équations , dans lefqucls on a d’a- 
bord indiqué les fadeurs qu'il faut multiplier , Se l’on a enfuite 
placé leurs produits au-deffous. 


£ X E M F LES. 


1 . 


II. 


1 

{ 


F adeurs ...;.( x -f- a ) ( j» —H ) -= o 
Produit ■* i 4 - (a-i-b)x-+-a!> =20 

Fadeurs., .(x — a -h b 1/ — 1 ) ( * — a — £ ^ — 1 )=0 
Produit x’- — 26x -h a- — o 


f Fadeurs (x — b) ( * -h O = o 

Produit. . . xi+Ça — iH— — ab-+-.ic — bc)x — abc = o 


1 Fadeurs . . . ( x+a V — r ) ( x — .1 V — 1 ) ( x — j ) = o 
Produit x i — bx l -f- a l x — = o 

Dans ces exemples , les quantités qui multiplient les puif- 
fançes de x , font appellées les coefficients des différens termes 
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de l’équation. Ainfi dans l'exemple 1 1 1. , a — 44- c eft le coef- 
ficient de x 1 ou du lecond terme : — ab -4- ac — bc eft le coef- 
ficient du troifième. Quelquefois on écrit les parties de ce s 
coefficients les unes fous les autres (voy. n°. jip) ; & quand 
il y a un terme qui manque , on met l’aftérique * à fa place de 
cette manière», J * -f- p x -+- q = o. Mais de quelque façon qu'on 
arrange une équation on conclura : 

J4Z. i®. quelle a autant de rach.es ou de valeurs de l’inconnue, qu’il 
y a d'unités dans l'txpofant du degré, auquel elle appartient. Ou bien» 
que celles du lecond degré ont deux racines j celles du troi" 
fième, trois ; celles du quatrième , quatre ; &c. Car on doit ad- 
mettre autant de valeurs de l’inconnue , qu’il y a de nombres 
qui , fubilitués à fa place peuvent remplir la condition énoncée 
par l'équation , laquelle confifte en ce que fon premier membre 
dcvienc zéro , lorfque tous les termes font d’un feul côté. Or, 
dans le premier exemple fi l'on met à la place de x ou — a , 
ou — b t le premier membre de l’équation devient zéro. Car 
en mettant — a , on fuppofe que » — — a , ou que x -+- a = o ; 
& en mettant — b , on fuppofe que x — — b , ou que x ■+- b =o. 
Donc dans l'un & dans l’autre cas , un des fatteurs eft o ; & par 
conféquent le produit qui en réfultera fera, o. On voit alfés qu’il 
en eft de même pour les cas , où quelque faéleur de l'équation 
eft imaginaire. Car fi dans le troifième exemple je fais , x =— a 
y / — i ,1e faéteur x -4- a V — 1 efto; & par conféquent tout le 
premier membre devientjo. Ainfi , quoiqu'on ne puiffe pas dire 
que dans ce cas ( &r il en eft de même des autres ) x vaille 
à la fois — a ^ — i , -+- a yj—i , &r -b b ; l'on a cependant à 
choifir parmi ces valeurs, & x vaudra une d’elles indifférem- 
ment. 

j4j. z®. Quand on met tous les termes d’une équation d’un feul coté , 
let racines s’y préfentent avec un Jigne contraire à celui quelles ont 
en effet. Ainfi dans le premier exemple , a & b le préfentent avec 
le figue 4- , tandis que les valeurs de x font ou — a ou — i. 

^44 . Problème I. Oter toutes les frottions d'une équation , fans 
donner un coefficient au premier terme • 

Sol. Subflitués à l'inconnue de l’équation donnée t une antre in * 
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connue divifée par le pfoduit de tout let dénominateur t , & rnulti-, 
fîtes enfuiic l'équation far le dénominateur du premier terme. 


Ainlî dans x 5 H 


g p t y 

7 4 -- = o , je fais d'abord x = — - 
b c abc 


3 j lubftituant pour x j'ai ,• 


~rr — r- - =o; 
au l c c 


multipliant enfuite par le dénominateur du premier terme , j’ai 
cette équation délivrée de fractions, y* -H bcy 1 -j- a x ’jc l y -4- a *— 
L L l p = o. 

J4J. Problème II. On demande à quelles conditions on peut chan- 
ger, une équation en une autre qui la repréfi nte exaCierncnt . , & oit il 
manque un terme quelconque , excepté le premier. 

Sol. Soit l’équation du troilîème degré, * 5 -+- f* 1 -t- q* 
■+- r = o : fuppofons que l’inconnue x foit repréfentée par une 
autre inconnue y, à laquelle on a ajouté une quantité indé- 
terminée n ; de façon que x = j + »,ce qui donnera : 


* 5 =y> ■+■ qny x -+- qn l y -+- ri 1 


p* 1 = py l -+- Zpr.y - 4 - fn l 

q* = qy-t- qn 

r = r 


La nouvelle équation qui vient delà, & qu’on appelle la 
Transformée , fera donc : 


> i ■+■ C ■+■ ( i» i -hznp -hq ) y -+• ( ni -4- n'-p -+• 

uq-y-r ) — o. 

Or , pour faire difparoïtre le fécond terme dans celle-ci , il 
n y a qu a fuppofér fon coefficient $/j y = o j ce qui donnera 

pour la valeur de l’indéterminée , n = — Pour faire difpa- 

i 

roître le troifième terme , on fuppofera jn l -f- zpn ■+■ q — 0 ; & 
ca réfolvant cette équation du fécond degré , on trouvera la 
valeur de l’indéterminée » , qui produirait ce changement. Pour 
faire dilparoùrc le dernier terme , on fuppoferoit n 5 -f-pr* 1 
rf- r = o j & la folution de cette équation du ttodiéme 


Digitized by Google 


ï ?2 É L É M E N S 

degré donnerait la valeur dç « : ce qui prouve que pour faire 
dilparohrc le dernier terme d’une équation, la difficulté eft 
du même degré , que pour réloudrc l'équation propofée. Auffi 
ne cherche-t-on qu’à taire dilparoître le fécond , ce qui fe fait 
toujouis , en fubjlttuant a l inconnue de la propofee , une autre in- 
connue , de laquelle on a foujlrait le coefficient de ce fécond terme , 
divifé far l'cxpcfat.t de l'équation , 

346, T h É o r È m e I. Si le premier terme d’une équation na d’au- 
tre coefficient que l’unité , celui du fécond </? tgal à la fomme des ra- 
-etnes , prifei avec un figue contraire -.celui du troijiune , a la fomme 
des produits des racines , prifes deux-a-deux : celui du quatrième , 
à la fomme des produits des racines , prifes trois-d-trois , &c. Lrfm , 
le dernier terme efl égal au pr oduit de toutes les racines , toujours 
prifes avec un figne contraire. 

D e m. Suppofons d’abord que toutes les racines foient 
égales , que chacune loit a , & qu’il y en ait un nombre 11. On 
formera donc alors l’équation compofée , du produit d’un nom- 
bre n de faéteurs , dont chacun fera x — a ,* ce qui donnera 

v 1 • / ' v n.» — 1 

( x — a )" , ou bien ( 1 3 y ) , *" — nax 7 — 1 -h a 1 x n ~* — 

2 


ti.n — 1.« — 2 


*• i 


-a 1 . x n ~i . 


-4-a" = o. Or, ici le coefficient du 


fécond terme , ou bien le fafteur na qui multiplie x 71 - 1 , eft 
la fomme de toutes les racines ; puitque chacune eft a , & que 
leur nombre eft ». Le coefficient dù troificme terrpe , favoir, 

v.n 1 j a f omme de tous les produits qu’on peut faire, 

2 

en prenant les racines detrx-à-deux j car chacun de ces pro- 


TJ - T 

duits ferait a 1 , & leur nombre feroit - — ( 311 ). Il en feroit 

% 

é 

de même pour les autres termes , julqu’au dernier , qui étant 
-f- a” feroit évidemment le produit de toutes les racines. Ainfi 
le théorème eft démontré dans le cas où toutes les racines 
feroient égales. Mais en les fuppofant inégales , on ne peut 
changer ni le nombre des termes qui forment les divers coef- 
ficients de x , ni le nombre des lettres qui entrent dans ces ter- 
mes 
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mes ; puifque l'on multiplie toujours un égal nombre de fac- 
teurs , les uns pur les autres , pour lormer 1 équation. Donc la 
Th éorèrae eft vrai dans tous les cas. 

347* C o R o l l.’S* i tnc équation a peur racine un nombre entier * 
il faut uonc que te no-nore fe trouve parmi les dtvifturt du dernier, 
ternie. Mais comme ces divilcurs font quelquefois en fort grand 
nombre, il peut y avoir des cas où.il leroit trop long de les 
eflayer tous , c'ell-à-dire , de les fubftituer les uns après les au-* 
très à x -, pour lavoir quels font ceux , qui réduifent le premiet? 
membre à o , en fuppofant tous les termes de ce coté. C’el? 
pourquoi, nous donnerons plus bas une méthode qui abrège ce 
tâtonnement. Mais avant d’en venir là , on doit oblervcr que 
l’inconnue entre dans tous les termes de l’équation , une des 
racines cft o ; puilqu’en (ubftituant une telle valeur pour x , oit 
réduit tout à zéro. Ainfi dans x 3 — -q~lx = o , en divifanc 
par r + ooii a , x 1 — ax -+- b = o. 

$ 47 . T a É o R È M E I 1. Si une équation ne contient ni fraCliont 
ni radicaux , & que fon fremiir terme ait l'unité pour coefficient ,• 
aucune de fet racinet commenfurablet ne peut cire une fraélicn, 

D e m. Soit l’cquation d’un degré quelconque .r 71 — e x «-* 
r +-bx m -* — &c. . . . 4 - / = o : qu'une de les racines lôit , s’il 

fe petit, la fraélion - , qu'on fuppofe réduite à la plus fimplc 

expreflïon. En fubftituant cette racine pour x , l'équation fa 

t m Et m ~ 1 /, r m — 2 

changera en celle-ci , • q — s- c . . 

O L m a m- 1 ^ (l m-a tXC . . . -t ! 

= o. Multipliant tous fes termes par d 71 -» , 3: laiiTanc le pre- 
mier (cul dans un membre , on a ~ =± ac m ~ l — Lc m ~ 1 d~i~ScC , / 

a 

— td m ~ I ; dans laquelle le (ccond membre étant uiî entier , la 
premier doit 1 être auiîi. Or , cela ne peut arriver qu'en faifant 
* d = 1 , ce qui détruit la fuppolïtion que ^ foit une fraction; ou 
bien , en failant que c m foit divifible par d ; d’ou il s'enfuivrott 
que c &r d auroient un divifeur commun ( 84 ), & que la fraction 

\ feroit pas réduite à fes plus petits termes (ce quieft ég*- 

V 
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levnent contre la fuppofition ). Il répugne donc que dans ce 

cas , aucune racine commenfurable fort fraéïionnaire. 

.345. Remarque. C’ell avec railon , qu’on a borné cette pro- 
priété aux équations , qui ont toutes leurs racines commen- 
furables ; car on en trouve une infinité , qui , avec toutes 
les conditions qu’exige le théorème précédent , ont des ra- 
cines fractionnaires , mais incommenlurables. Telles font celles- 
ci ; x 1 — * — 3 = 0, x 1 — y — 1 = o; dont la première a pour 

n-Vi? i—Vn o 1 r j i-t-Vr 1 — ■ Vf 

racines , ; & la fécondé , 

a . a _ a 7 a 

350. C o n o l l. On peut donc réduire une équation à n'avoir que 
des nombres entiers , pour racines commenfurable s. Il (uffit pour cela 
d’en ôter les fractions , fans donner un coefficient au premier 
terme ; & alors ces racines fe trouveront parmi les divifeurs 
du dernier. Si donc aucun de ces divifeurs ne peut être pris pour une 
racine , on conclura que l’équation propofée n’en a aucune , qui foit 
commenfurable ; & qu'ainfi elles font toutes ou incommenfu- 
rables ou imaginaires. Alors il faudra pour les exprimer ( au 
moins dans les quatre premiers degrés ) avoir recours à des 
règles , que nous donnerons plus bas. 

Mais avant d’aller plus loin , il faut favoir diftinguer parmi 
les divifeurs du dernier terme , quels iont ceux qui peuvent 
être pris pour racines de l’équation. On a fur cela deux mé- 
thodes , l’une eft celle que Newton a donnée le premier dans 
Ion Arithmétique univerfelle , & qu’on peut voir dans la troi- 
fiéme partie de l’Algèbre de M. Clairaut : l’autre a été décou- 
verte depuis , & c’eft celle-là que nous allons expofer ici.. 

2ji. Problème III. Trouver les conditions auxquelles on re- 
connaîtra , qu’un des divifeurs du dernier terme efl une racine de 
T équation ; après qu’on en a ôté les fr délions , fans donner un coef- 
ficient au premier terme . 

S o 1.. Soit l’équation du quatrième degré , * 4 -4- px* qte * **■ 
•4-rx-f- j = o:fuppofons-la repréfentée para 4 -h(a -+- b-i-c-+-d) 
x 5 •+• ( aé -j- ac -f; g .1 -^-bc ~j- bd ■+- cd ) JC 1 --!- ( abc -+• abd -f. acd 

• o 
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■+• bcd ) x -+- abcd = o , dans laquelle les quatre racines loue 
évidemment ( $46 ) a , b , c , d. Soit n une des racines de la 
première équation ; de forte que l’on aura n — a , ou 6 ,• ou 
c , ou d : fuppofonsw = a. 

i°. Puilque l’une des équations ci-deflus repréfente l’autre , il 

faut que les coefficients des memes puiifanccs de * foient égaux 

dans chacune; ou bien il faut que t = abcd. Or , ici le fécond 

membre eft divifible par a ; donc l’autre doit l'être auffi par a , 

, , . , / alcd , 

ou par ion égalé n ; ce qui donnera - = = bcd ( c eft c© 

w a 

que j'appelle le premier quotient ). Ainfi on a pour première 
condition , que le dernier terme de la proposée fait divifible far n. 
2 0 . Puifque d’après la fuppolition , r — abc -+-abd - +- acd -+-bcdi 

en foullrayant la dernière équation de celle-ci , on a r — 

— abc -t- abd -f- acd. Or , ici le fécond membre eft divifible par 

a ; donc l'autre , qui efl évidemment la différence du premier 
quotient ( ) fouftrait du coefficient de x , lavoir de r , fera 

suffi divifible par a , ou par fon égale n ; &: l’on aura 

— = bc -4- bd -f- cd ( c'efl là le fécond quotient ) ; on a donc 

pour fécondé condition , que le premier quotient étant fouflrait 
du coefficient de x , la différence foie divifible far n. 

}°. Puifque q — ab-+-ac-\-ai-t-bc-\-bd-T-ci, en foaftrayant 

la dernière équation de celle-ci , on a q 1 — - — ji 

■+- ac -4- ad. Or , ici le fécond membre ell divifible par a ; donc 
l’autre (qui vaut la différence du fécond quotient fouflrait de 
q . .coefficient de x 1 ) fera divifible par a , ou par fon égale « ; 

n y X 

& faifant cette divifion on a - — 1 — — = A — t- <r — ^ (c'efl là 

n n 1 n J 

le troifième quotient )j ainfi il vient pour troifième condition 

que le fécond quotient étant fouflrait du coefficient de x 1 , la diffé- 
rence fait divifible par n. 

4*. Puifque p — a b c -t- d, fouftrayant la dernière équa~ 

Mon de celle-ci , on a p — ~ -h— -, = a. Or , ce demie 

n w 3 

Vij 


A 
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membre divifé par a, donne 1 pour quotient ; il faut donc que 
l'autre membre, qui n’eft autre chofe , que la différence du trei- 
zième quotient fouftrait du coefficient de * 3 ou du fécond terme, 
v étant divifé par », donne r pour quotient. Quatrième & dernière 
condition: que le trorficme quotient étant fou/irait du coefficient du ' 
fécond terme & divife par n , iequotient [oit 1, 

Exemples. 

On demande quelles font les racines commenfurables de 
1 équation -+- 3.Y 3 -f- 7*-+- 21 ;= o. Pour cela je prends tous 
les divjfcurs du dernier terme , (avoir, 1,3,7, tant cn ■+- qu’en 

& je les efiaye en commençant par 1. Or , — = 21. Ce 

l I 

premier quotient fouftrait du coefficient fuivant , qui eft 7 , & 
divife par 1 , donne ^ ai — = — 14. Ce fécond quotient fouf- 
trait de 3 , & divi(é par r , donne — ^ * - 4 - = 17. Ainfi 1 n’eft: 

pas bon , puifque la dernière condition manque ( Voy. le 4 0 . 
pu n°. précédent ), 

II eft a(Tez clair fans examen, que — 1 11e fauroit réuffir. Exa- 

• 11 7 — 7 3 — o , / 

minons 3. — — 7, = 0,- =1. Ainfi 3 eft un divifeur qui 

i i i - 

doit réuflir , puifqu’il remplit toutes les conditions ; il faut donc 
que l’équation foit divifible par x -+- y, &en effet on trouve 
pour quotient 

Soit encore l’équation y 5 -f- 1 -4- 41 x -4- 30 = o , dont on 

cherche les racines, parmi les divifeurs du dernier terme. Or, ces 
divifeurs font 15,10,0,7,3,2,1, qu’il faut effayer en dé- 
tail j Çz commençant par r 7 , je dis : ^ = 2 : ne donne 

pomt un quotient exaét j ainfi 17 manque à la fécondé con- 
dition. Paffant enfuite à 10 , je vois que — que —~l n'a 

, 10 n ip 

point de quotient exaét ; Sc qu'ainfi 10 doit être rejette. Effa- 
ysn Ç 6 y je trouve ^ t= = x j & par cou- 
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féquent C doit ctrc une racine , puifqu’il remplit toutes les con- 
ditions. Il en eil de même Je r , puifquc = 6 — - = 7 , 

5 5 

— — — =1 j au lien que 3 manque à la ieconde condition; car 

= 10 & — — -- n’eft plus divifible : pareillement 2, manque 
i i 

30 41 — ly 11 — !3 r 

à la dermere ; puifque — = iy> — = 1 3, - = — 

Z Z Z _ Z 

„ , ?o 41 — zo 12-r r 

Venant enfin ai.on trouve que = 30, — ~=i 1, — - — 

= 1 ; Se qu’ainfi 1 eft une troiflème racine , ou bien que lc- 
quation cil compoféc de trois fadeurs (.r+(!)(ï + y) (.v-t-i) » 
comme il en aiié de s’en convaincre , en multipliant ces fac- 
teurs , les uns par les autres. 

3 Remarque. Si l’on fait attention à la folution du Pro- 
bit e précédent, on verra que quand les divifeurs qu’on ef- 
fu e doivent réuffir , les quotients fuccefïifs font les coefii- 
c ents que doit avoir l’équation , étant diviféc par un de fes 
fadeurs , ou abaifîée d'un degré ; &: qu’ils font connoître par 
conféqucnt, combien il doit y avoir de termes, dans l’équation 
ainfi abaiffée. Dans le premier exemple , les quottents 1 , 
o, 7, nous font comprendre qu’il ne doit rcfler que deux ter- 
mes dans l’équation , (ion la divife par x 4- 3 ; & que ces deux 
termes fe patenteront air.fi , rat -f- 7 = o. Dans le fécond exem- 
ple , fi on s’étoit arrêté au divifeur 6 , qui a réuffi ; ou bien fi 
l’on eût divifé l’équation propoléc par x-i- 6 , je vois par les 
trois quotients r , 6 , y , que l’équation ainfi abaiffée d’un de- 
gré, auroit été, **■ -+- 6x -H y = o. Cette méthode fait dette trouver , 
fans calcul , l'équation , qui doit être d'un degré au-dtjjotts de la 
propofée. 

3 y 3. T héouèmE III. S» une équation ne préfente point de radi- 
cal, je dit : I °. que fes racines imaginaires feront en nombre pair : z ”. 
qu'en les prenant deux -à- deux , fi l'une a la forme m-j- n \j—i , 
l’autre doit avoir la forme m — n Q — 1. 

P ,s M. t°. Queiles que (oient ccs racines , elles peuvent 
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( 200 & 201 ) être ramenées à la forme + m -f~ « \/— r. Or , fi 
de pareilles racines nétoient pas en nombre pair , il faudrait 
multiplier , dans le dernier terme , un nombre impair de fac- 
teurs de la forme ± n yf — i , les uns par les autres ; donc 
V — i s’y trouverait élevée à quelque puilfance impaire ; & 
” par conféquent ( ip j ) la forme imaginaire ne dilparoîtroit 
pas, ce qui elt contre la luppofition. Donc i°. &c. 

2°. Si en les prenant deux - à - deux , lune a la forme m -+- 
” V — I > l’autre aura celle-ci m — — r. Car fi les termes 

imaginaires n etoient pas fcmblables & affeftés de fignes con- 
traires , ils ne le détruiraient pas, en les ajoutant enfemble dans 
le coefficient du lecond terme , & là l’équation préfenteroit 
des radicaux : pareillement , fi la partie réelle m n’étoit pas la 
même dans chacune , ou qu elle eût différents fignes , le der- 
nier terme de l’équation préfenteroit quelque radical; puil- 
que ~+-n\/ — i & — n \/ — i n’y étant pas multipliés par 
la même quantité réelle , les produits ne pourraient point fe 
détruire. Ainfi l’équation ne paraîtrait point délivrée de ra- 
dicaux , ce qui eft encore contre la fuppofition. Donc , &c. 

$f4- Coroll. Si une équation de degré impair ne préfente point de 
radicaux , elle doit donc contenir quelque racine réelle puifqu’au- 
trement, les imaginaires y feraient en nombre impair. 


CHAPITRE V. 

Des Équations pures de tous les degrés 6* de celles du 
fécond en particulier . 

j y y- N OUS appelions Équations puret, celles qui ne contien- 
nent qu’une même puilfance de l’inconnue , comme par exem- 
ple,*:? — a? = o. On les appelle aulfi Équations à deux termes , 
parce que en effet elles peuvent toujours être réduites à n’en 
avoir que deux , dont l’un contiendra l’inconnue , & l’autre 
fera compofé-dc quantités toutes connues. Ainfi, ax 1 -+- bx* — c 
— o devient , en divifant par a 4 - b , ■- =o : ax m 7 \-bx' n 
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q- cx m — d = o , en divifant par tout ce qui multiplie x m , de- 


vient x m = o. 


La règle générale pourréfoudre ces fortes d’équations , de 
quelque degré qu’elles foient , c'elt de laiffer l'inconnue finie 
dans un membre ( en obfervant cependant de la rendre pojhive . fi [on 
expofant efi pair ) & d'extraire de part & d'autre , la racine analo- 
gue à cette puiffauce de l'inconnue. Ainfi ax l — b = o , en divifant 
par a , &r tranfpofant , devient x* =* ; & extrayant la racine 

quarrée des deux côtés ,’X = -h *- : de même -+- c i ■ 

= o , donne x * = — c* , & x= — c: x n - h ax m — b = o , en 
divifant par le fadeur i 4-* ( riz ) & tranfpofant, devient x n 

=,—■ extrayant la racine m des deux membres, x—'^/~ ~ ~ 
3f6. Remarques importantes. 11 faut obferver ici 
que dans toutes les équations pures d'un degré pair , fixa une va- 
leur réelle , elle en a une autre , qui ne diffère de la première que par 
le figne y & qu’elle n’en peut avoir S avantage. Ainfi dans x 4 — 16 

r=ooux 4 =i$,on a» = +\/^i ce qui donne pour va- 
leurs reelles de x , ou +1 , ou — z 5 puifqu o A egalement 16 
foit avec (; 4 - z ) 4 ; foit avec ( — z )♦. Mais comme aucun nom- 
bre réel autre que 4- z ou — z , élevé à fa quatrième puiflance , 
ne peur donner 16; on en conclura que ce font là les feules 
racines réelles dé x 4 = 16 t & qu'ainfi les deux autres qu elle 
doit contenir ( $4z ) , font imaginaires. 

Pour découvrir ces imaginaires , on divifera l’équation pro- 
pofée x 4 — 16 = 0 , par chacun de fes deux fadeurs x 4- z , 
x — z ; ou bien par leur produit x* — 4 ; & le quotient fera une 
équation du fécond degré , qui contiendra les deux racines 
imaginaires , que nous cherchons. Voici le détail de ce caJtijl: 


x 4 — i(T| x 1 — 4 

— x 4 4- 4X 1 1 1 

—I ** + 4 

4 x-— i5 1 

— 4X 1 4 - 16) 
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Si l'on cherche enfuite les racines de l’équation x* 4-4 — <jj 
on trouvera x = 4- \/ — 4 , ou bien ( 191 ) x = h- 2 \f — 1 ou 
— zy/ — 1. Ainfi les quatre racines de la propofée font 4- 2 > 

— 2 , -h 2 — 1 i — 2 \J — i>& l’on peut encore s’en convain- 

cre, en les fubftituant fuccelîivemcnt à la place de x dans x 4 — 16 
= o ; car on trouvera qu’elles donnent chacune 16 — ■ 16 = 0 ; 
c’efl-à-dire , qu’elles rempliffent la condition énoncée par l’é- 
quation , laquelle cônfille en ce que fon premier membre de- 
vienne zéro. Cela confirme auffi ce que nous avons dit ailleurs 
•( 143 ) fur le nombre des racines d'une puiifance ; caron voit 
qu’il y a quatre quantités différentes , favoir , 4- z , — 2,4-2 
yf — 1 — 2 >/ — 1 , qui font les racines quatrièmes de — 16. 
En général , toute équation de cette forme x 4 — a — o , doit 

avoir d»ux racines réelles , qui font-f-V^s/ <*ou 4 -\é a , 8c 
4 

^ 4- ,1 ou — V a; & deux imaginaires , qui lont 4 -V, 

— y 1 a & — y/ — \/ a -, au lieu que celle qui prend cette for- 
me x 4 4- a =0, a toutes fes racines imaginaires j le (quelles font 

renfermées dans cette cxpreflion x — 4^ + \/ — ajpuifque x 4 

= — a , donne # = 4 - y/ — a. Donc x =4- \/±\f — a (nous 
parlerons plus bas du nombre , & de la forme des racines ima- 
ginaires , dans les équations pures d’autres degrés ). 

357. Si une équation du fécond degré eft complet te, c’efl -à-dire, 1 
ü elle contient la première & la fécondé puifTance de l'in- 
connue , avec un terme tout connu , on a alors deux maniè- 
res de la réfoudre. La première confïfie à faire difparoître fon 
fécond terme ( 345 ) , & à traiter la transformée qui en viendra ,• 
fuivant la méthode que nous venons de donner , pour les équations 
pures de tous les degrés. 

Soit , par ex. l’équation x* 4- p* 4 - q = o. Je commence par 
faire difparoître fon fécond terme , en fubftituant y — \ à la 
place de x , ou bieo en fuppofaiit que — \ > & j aurai f 



tes'. 
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p 1 

x 1 =yi ~fy- 1- — 

î z 

fx = f y-- 

q = q 


Ainfi la transformée devient^ 1 — ; laiflant 

donc l'inconnue léule dans un membre 3 c toutes les connues 
dans l’autre , j’ai y 1 = ~ p l — ^extrayant la racine qtiarréc d’il- 
nc Sc d’autre pMtJ=±J / /~ - f 1- 2 '• fubftituant cette valeur à 

la place dey dansx = y — P- , j'ai enfin* = — '-pà:^^ -p l -q, 


c'cft-à-dire , que pour une valeur de x je prendrai — + 

’\r ^ P* — 2 6c pour l’autre , — \p l — î- 

Mais au lieu de cette méthode , dont .nous n’avons parlé 
que pour faire une application des principes précédents , oâ 
fuit ordinairement la régie fuivante , pour réloudre ces forces 
d’équations. 

3 y8. Règle. i°. Rendez Je premier terme ( * ) pofttif , s'il était 
négatif , ne lui laijjez à autre cotfictent que l’unité Ç 344). 2 

fvr laijfez dans le prunier membre que les termes af télés de x , & 
faites de ce membre un quarré complet, en lui ajoutant le quarre 
de la moitié de la quantité connue, qui multiplie la première pu if ante 
de l inconnue (1 y 2). 3 0 . Pour conferver l'égalité , ajoutez autant i 
l autre membre , & après avoir extrait la racine quart ée des deux i 
vous aurez, en tranfpcfant , les valeurs de x. 


Exemples. 


î ! 9 -On demande les racines de cette équation x—p -px-^-q—oi 


( « ) On ne doit pas oublier que le premier terme d’une «quation «a celui qui 
«oiKicnc la pim haut* puiifzncc de l’inconnue ( 3 1 ? ). 
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Pour les -trouver , je place a abord d’un même côté les termes 

affectés de x , ce qui donne x 1 - 4 - px = — q ; & comme le pre- 
mier membre n’eft pas un quarré complet , je le complette (151) 
en lui ajoutant le quarré de f-p qui eft ^p 1 , que j'ajoute auflï 
à l’autre membre, pourconlèrvcr l’équation ; ce qui donne , x l 
= — q : extrayant la racine quarrée , que je 

fais ( 1 ) être d’un côté x -+- i p , & l’indiquant de l’autre , 


j’ai x 4- i p = -f- l pi — q : enfin en tranfpofant , x = 
— h± v "P 1 — ? j ce qui indique qu’une valeur de x eft 
— \ P -f- J/" que l’autre eft — '-P z ~î- 


Soit l’équation x 1 -t- 5* — 14 = o. Pour la réfoudre , je me 
fers de l’exemple précédent , comme d’une formule dans la- 
quelle je fuftitue jpourp & — 14 pour?, ce qui dorme * = — f 


= — 70U+2. ■ 

.Soit encore l’équation x» -+- 4X -+- y = o,laquelle étant com- 
parée à la formule ci-defîus , donne p = 4 & q = j ; donc en 
fubftituant dans la folution on a x = — z Hr; V — 1 » ce qui 
préfente deux valeurs imaginaires de x. 

360. Par la méthode que nous venons de donner pour le fécond 
degré ,& par ce que nous avons dit plus haut (3 jf) fur 
les équations pures , on peut réfoudre une claffe fort éten- 
due d’équations d’un degré quelconque ; lavoir , tout" ccllet 
qui ont feulement deux termes afftelés de l'inconnue , & dans les- 
quels l'expofant de x eft le double dans l’un de ce qu'il eft dans 
l'autre. En effet toutes les équations de cette claife peuvent 
être repréfentées par celle-ci,x îm ± px m ± q — o( en fuppofant 
que p8c q repréfentent des quantités connues).Or, fi on conlidé- 
re d’abord dans celle - ci comme l’inconnue , on n’a qu’une 
équation du fécond degré , dans laquelle on trouve , par la mé- 
thode de ce degré , x m = p + p 1 ^ q 5 _& extra- 


/ 
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yant enfuite la raciae m des deux cotés , on a 

* = + i f± 

Soit 1 équation x 6 -+- 4»* = 0 , qui eft évidemment de 

la clalTe de celles dont nous parlons. Pour en avoir les racines , 
je fubftitue dans la formule ci-deflus 3 pour m , 4 pour -4-p & 
— 96 pour — q , ce qui donne ( en prenant dans la valeur de * 
le ligne fuperieur pour p & l’inférieur pour q , ainfl que la 

luppolition l’exige *) * = — 2 ± V 4 + = 

— 2 y/ 100 3Z — 2 10 =1 "4” 8 , ou 

— 1 2 ; or , en cherchant les trois racines différentes que 
doivent avoir chacune de celles-ci ; ou trouveroit les fix racr 
nés de 1 équation propofée , parmi lefquelles il y en a deux 
réelles &: quatre imaginaires , ainfi qu'il eft aifé de s'en con- 
vaincre par le ftholie fuivant. 

361. Scholie 1. En parlant plus haut des équations pures , 
nous n avons pu affigner la forme de leurs racines que dans 
le fécond & le quatrième degré, & dans d’autres degrés pairs qui 
peuvent s’y rapporter. 11 nous relie à faire cette recherche dans 
les degrés impairs. Pour cela foit l’équation * 3 -w î = o, 
qui donne , en tranfpofant, *’ = — c 3 -, & extrayanr la racine 
cubique de chaque membre , x = — c j de façon qu’une ra- 
cine de la propofée eft — c. Pour découvrir les autres racine s 
( car je ne puis pas douter ( 342 ) qu’erie n’en ait trois ) ; je di- 
vife la propolée par x -4- c, qui doit être un de les faéleurs. 
Voici le détail de ce calcul , par lequel on trouve pour quotient 
x 1 — ex -4- c 1 —o. Con- x 3 -t- c 3 fx-t-c 

lidérant donc ce quotient x 5 — cx l j*» — ex -+- c * 

comme une équation du , c *î_(_cî 

lecond degré , je cherche ex 1 -+- c*x 
la valeur de x, ou bien 


C L X c 3 

en la Saillant d’un coté & — c l x — c 3 


complettant le quarré , ou o 


Xij 
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bien en employant la formule ci-dclfus ( jjp ) , & j’ai * = 

^ e dz - c*- — c l i & en réduifant - c l 8c — c 1 à — ~c 1 ,x=l e 

* y 4 4 4 1 

— -d-f*:fimplifiant le radical (i8z),* = -i- c ±-^cyf-} . 
^ ~~ De forte que les trois racines de l’équation 

propofée font — c, ~) c 'C c ’ ^ our 

m’en affurer de nouveau , je les lubftituc fucceffivement a * ’ 
ffcje trouva que chacune élevée au cube donne — c 5 , Se qu ainfi 
elle remplit la condition qu’indique la propofée , favoir , qu e 
* 3 c -3 — o. Et de là j’en déduis encore la confirmation de ce 

que nous avons dit ailleurs ( 145 ) qu'un cube a trois différen- 
tes racines cubiques , puifqu'on voit ici que — ,c } a pour raci- 

- ‘ > ( — ; — y • ( — * — y- 

V 

362. SçholieII. Avant de quitter les équations du fécond 
dçgré , il ell b"on d'obferver quelles font les marques aux- 
quelles on reconno'itfa fans réfoudrû l’équation , fi fes racines 
font réelles ou imaginaires , commenfurables ou incommenfu- 
rables. Pour cela foit l'équation x z -4- px -+- g = o , qui peut 
repréfenter une équation quelconque de ce degré , en f uppo- 
fant les quantités connues repréfentées par , ±q , 8c l’on 

prouve aifément ( 3y8 ) pour ces deux racines x = + — * — 

' i 2 * -f- 

— P z ~ Or > cette valeur de * ne peut être imaginai- 

re, qu’autant que q y eft négatif&r plus grand que Donc 

en fuppofant tous les termes de la propofée d'un ccté , & o de 
l’autre, lçs racines imaginaires ne peuvent avoir lieu qu’à ces 
fonditions : i°. Que fon dernier terme foit pcjïiif: z°. Qu'il foit 
flut grand que le quarré de la moitié du coefficient du fécond. Ainfi 
dans x 1 . 6x -i- n = o , je vois que les deux racines font ima- 
ginaires : parce que lç dernier terme 12 ell pofitif : parce 
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qu'il elt plus grand que 9 , qui cft le quarré de la moitié du 
lècond coefficient ; en effet les racines font J + \/ 3 > î 

V — 3 • ... 

Lorfque l'une ou l'autre de ces deux conditions manque , 

les racines font toujours réelles ; & fi de plus le dernier ^ terme 
de la propofée foujlrait du quarré de la moitié du fécond coefficient , 
{ ou tien — p l 1 ) forme un quarré parfait , cet deux racines font 

ctmmenfurablet ; & dans le cas contraire , elles ne le font pas. Ainfi 
* dans x 1 — 6 x — 16 = 0, je vois d'abord que les deux racines 
font réelles , parceqtic la première condition leur manque pour 
être imaginaires ; enfuite je vois qu’elles font commenfurables , 
puilque — 1 6 fouftrait de -j- 9 , donne le quarré 15. Audi ttou- 
vc-t-on pour ratines -+- 8 , — z. Dans x l — 6 * — 12 = 0, on 
trouve deux racines réelles , mais incomrrienfurables ; parce que 
■ — iz fouftrait de H- 9 , ou bien zi , n’eft point un quarré par- 
fait > auffî l'une eft 3 yf u > 8c 1 autre 3 — V 11 - 

363. Problème I. On demande un nombre qui foit tel, qu é- 
tant ajouté dix fois à (on quarré , il donne yp. 

Sol. Appelions ce nombre x,8c la condition fera exprimée par 
fans récourir à la méthode générale ( 358 ) 
on veut feulement employer la formule ci-de(fus (3y9)> on tranf* 
pofera 75 de cette manière , x 1 -+- 10 x — 75 = o , & l’on (ubf- 
tituera -f- 1 o à -+- p 8c — 75 à — q, ce qui donnera x = — .5 dt 

y/ ip -i ~ 7 S — — S db 10 > f° rte t l ue * = -*- S > ou — * 

& en effet chacun de ces deux nombres remplit les conditions 

du problème. 

3154. Problème 1 1 . Deux Capitaines avoient chacun 48 louis 
à partager à ceux de leurs foldats qui s’étoient diftinguésdans 
une aétion ; on (ait feulement que l’un en trouva deux de plus 
que l’autre dans fa Compagnie ; & qu’après le partage, chacun 
des liens eut quatre louis de moins , que ceux de l autrc Capi- 
taine. On demande à combien de Soldats cet argent futdil- 
tribué , 8c quelle fut la portion de chacun. 

Sol. Il eft clair que fi l’on connoît le nombre des Soldats , 
on aura par U devifion la part de chacun. Or , appcllant ce 
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nombre * d'un côté , il fera * — 2 de l'autre ; & puilque la 
part de ces derniers a été de quatre louis plus forte que celle 
des autres , on a ~ -+- 4 = J*-. Otant les fractions 5 c plaçant 
tous les termes d'un côté , on a 4** — 8* — 96 == o ; &: divi - 
lant par 4, ** — zx — 24= o ; fubftituant dans la formule — 2 
pour — p, — 24 pour — on a * = 1 + y/ 1 -4- 24= 6. Donc 
un Capitaine diftribua cet argent à fix Soldats & l’autre à qua- 
tre : chacun des premiers eût 8 louis & chacun des autres 12 

3<Jy. Problème 111. On demande de partager le nombre 20 
en deux parties , dont le produit de l’une par l’autre , foit plus 
grand que 100. 

Sol. Soit * une de ces parties & l'autre fera 20 — x:par 
la fuppofition , le produit de * X 10 — x doit être plus grand 

que 100 j fuppofons le 101 & l'on aura * x 20 —x = 101. Ou 
bien en mettant tous les termes d’un côté,* 1 — 20* -4- 101 =0, 
équation qui annonce ( $62 ) que fes racines font imaginaires j 
& en effet en fubftituant pour p & pour q , on a* = 10 
\/ 100 — ioi = io; 4 ;\/ — i j d'où l’on conclut que le pro- 
blème en queftion eft impofiible avec les conditions qui l'ac- 
compagnent 5 & de là on peut déduire encore cette vérité : que 
le plus grand de sous les produits que peuvent donner les deux par. 
ties d’un nombre réel •, multipliées l'une par l’autre , ejl celui des deux 
moitiés. 

}66. R » m'a r q u e. Lorfque les conditions d’un problème ne 
peuvent être remplies que par des nombres d’une certaine ef- 
pèce , & que fa folution fait trouver feulement des nombres 
d'une efpèce différente ; alors on peut dire que la queftion eft 
contradictoire dans fon énoncé , ou bien qu’elle eft impofE- 
blc , avec les feules données qui l’accompagnent. Par ex. ft 
l’on demande un nombre x entier ou fractionnaire , dont le don* 
ble ajouté à fon quarré donne 4 ; la queftion fera exprimée paf 
* 1- +" 2.x =z 4,8c l’on tronvera x = — 1 rfc V 5" > ce qui fera con- 
clure que la qiieftion eft impofTible avec cette donnée ou con- 
dition, que le nombre cherché foit entier ou fraétionnairej mais 
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.que cane impoîfibilitc difparoîtroit , fi je changeois ou fi j é- 
tendois les conditions , en demandant en général , un nombre 
quelconque rationnel ou irrationnel , dont le double ajouté à 
Ion quatre donnât 4 ; car alors les mêmes racines — 1 Hh V S > 
qui prouvoient l'abfurdité de la première queftion , donneraient 
la folution de la fécondé : de pareilles réflexions peuvent fe 
faire fur la folution du Problème I 1 1 . En général , de ce qu’on 
trouvera dans une équation des racines qui font impolfibles 
dans certains cas , on fe gardera d’en conclure qu elles le fc- 
roient dans tous les autres-; car il peut y avoir telle queftion , 
qui ne fauroit être réfolue que par celles-là ; 8e cette fingularité 
vient de ce qWon eft quelquefois forcé à exprimer par la mê- 
me équation des problèmes très-diiférens par leurs limitations 
particulières ; 8c alors il peut arriver que ces limitations ren- 
dent impofTibles dans un cas , les mêmes racines qui font les 
feules podibles dans un autre ; dans lequel , ou bien ces limita- 
tions feroient différentes, ou bien encore elles n’exificroient pas. 


CHAPITRE VI. 

Des Équations du troifùme degré. 

367 -ï-l A méthode qui paraît la plus fimple , pour refondre 
ces fortes d’équations , c’ell d’en former d’abord une de ce de- 
gré qui ait une racine connue ; de fe fervit de cette raci- 
ne , pour découvrir les deux autres ; 8 c enfuite de ramener 
toutes les équations de ce degré à la forme de celle que nou s 
aurons réfolue ainfi ; afin de pouvoir y appliquer la même 
méthode. 

11 

Soit donc * = V 4 ■+■ V b , dans laquelle a 8c b font des 
quantités connues ; fuppofons qu’on élevé les deux membres 
de cette équation au cube , (on doit favoir( 149) former le 
cube d’un binôme , fans palfer par la multiplication , 8c cette 
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formation revient à prendre le cube de chaque terme , & leur tri 
pic produit multiplié parleur fomme). On a donc ici* 3 = 0-4 - 4 

3 3 3 

!+3 \/ <*b (V - 4 - V £ ) ; ou bien mettant x au lieu de Ion 

égale ^ a -h y/ .b , x } = s \/ at> x x 4-4 h- 4 ; dans laquelle une 

• . . , . 3 3 

racine ou valeur de x eft neccnairement y/ a -+- y/ b. 

Pour découvrir les deux autres racines , le moyen le plus 

fimple eft de tranfpoler tous les termes de l’équation du côté 

de x 3 , &r de la divifer par * — V a — yj b , qui eft un de les 
faéteurs. Par là l’équation fera réduite au fécond degré , &r fes 
deux autres racines fe trouveront par la méthode de ce degrés 
Mais afin de rendre la divifion plus facile , nous fuppoferons 
3 .3 

que y'' a = c , & que y/ b — d , ce qui change 1 équation don- 
née en * 3 — icdx — c 3 — d 3 =0, & (on faéteur enx — c — d) 
& alors le quotient fe trouvera par le calcul fuivant. 


x 3 — j cdx — c 3 — d 3 
— x 3 -4- ex 1 -4- dx l 


{ 


x— c — d 

x z 4- (c 4- d) x -+- c * 
— cd 
■+- d* 


Premier refté... ( c -bd) x z — qcdx — e 3 d } 

( — C — d)x*-i-(cl-j-2cd-hd *)x 


Second refte 


Troifième refte 


( c* — cd -h d* )x — c i — d 3 
( — c 1 cd — d 1 )x -4- c 3 — c z d-+- cd 1 
-f- — cd 1 -h d* 

. . . o 


Il ne s'agit djnc à préfent que de confidérer ce quotient , 
comme une équation du fécond degré , laquelle fera x 1 
(c-t-d)x-I-c 1 — cd -4- d* = o, & d’en prendre les racines d’a- 
près la formule donnée ci-delîus ( jpp) , ce qui fera trouver 

*= — ± ~\/~ ( — c * - 4 - cd — d 1 . Pour fira- 

pUficr cette expreffion , on çlçvera au quarrç la fradtiorv 
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— , qui efl fous le radical , 8c alors toutes les quantités 


qui font fous le fignc , fe réduiront à — - c x -+- - cd — - d 1 , ou 
M b 4 *4 

bien à — » f- c 1 — - cd -4- - d l VAinfi ce radical deviendra 

\4 * 4 / 


— 3^- £l — j cd -4- l -d l ^ ; 8 c comme lous cette for- 
me il contient le quarré de — - — multiplié par — 3, en fartant 

pafTer hors du ligne (185) il devient -f- - — ~~~ V — l > & P ar 
conféquent les deux racines que nous cherchons font • i . 

— c — d r c — d y 

*=— ï — ±(— )v'-i- 

368. De-là nous pouvons conclure, ^ue dans toute équation eu i 
troificme degré, qui (era difpofée de telle manière; 1 “.Quelle n'ai* 
fat de fécond terme : a*. Que le terme connu fait U fomme de deu * 
cubes ( c* , d 5 ) : 3 0 . Que le coefficient de * foit le triple produit de 
leurs racines cubiques ( jcd ) , on aura fes trois racines exprimées fat 

i = c-hd 

— f — d-t-fc — rf.) V — 3 


_ — c — d—(c — d.) y — i 


Exemples. 

369. Soit cette éqnation ** = 6 x -f- 9', qui renferme toutes leé 1 
conditions que nous demandons ; puifqu’elle n'a pas de fécond 
terme , que de plus le terme connu 9 cft la fomme de deux 
cubes 8 -+- 1 ; 8c que le coefficient de * , favoir 6 , eftle tri- 
ple produit de leurs racines cubiques,! 8c i. Partant ici c= y/ 8 , 

d as ^ 1 ; j'aurai d’après les formulés ci-dpïïus, 

T 
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<r 


x 

X 

X 


3 

— 3 -+- \/— ? 


— 3 — \/ — 3 
2 


• Soit celle-ci x 3 = — (Sx — 7 , dans laquelle — 7 = 1 — 8 , 
qui font les cubes de -t- r & de — 2 j & — 6 eil auffi le triple 
produit de leurs racines cubiques. Ainfi nous devons trouver 
ces trois racines d’après les formules, en faifant e — — 2, d =1 , 
& elles feront , 

x — —i 

Xss J-.}2L-JL 

2 * 

,_' + sVr-i 

1 

Si l'on examine encore cette autre équation * 3 = $ 6 x -t-pi , 
on la trouvera dans les mêmes conditions qu. j les précédentes, 
& les mêmes formules feront trouver pour les racines 

* = 7 

Xss ,lZZl±=Ll 

. 2 

Dans tous ces différents cas , on peut Te convaincre que l'é- 
quation réfolue a les propriétés qui doivent néceffairement lui 
convenir , d’après l'Article 34 6. 

Les exemples que nous venons de rapporter , n’ont préfenté 
aucune difficulté i mais on doit s'attendre qu’il n’en feroit pas 
ainfi d’un grand nombre d'autres équations 5 parce qu’il ne peut 
■point être toujours auffi aifé de les ramener aux conditions, que 
la folution précédente exige. Nous pouvons à la vérité , par 
ce que nous avons vu ailleurs ( 345 ) , remplir la première dans 
dans tous les cas , & le problème fuivanc va nous apprendre 
à fatisfaire aux deux autres. 
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370. Problème. Deux nombres p & q était donnés , on en dé- 
munie deux autres , tels que leur fomnie fait égale à q ; & que le 
triple produit de leurs racines cubiques fois égal à p. 

Sol. Défignant ccs nombres inconnus l’un par y , l’autre par 
2; la première condition ell que y 4- z=q: la féconde qud 

3 yjyz r= p. Donc en divifant certe dernière équation par 3, Se 
l'élevant au cube, on a yz= j-p s ; qui étant multipliée pat 

4 devient 4 yz = p\ 

Si donc on élevé l’équation y 4 - s = q au quatre , lequel fera 
y 1 4 - -f- 2 1 = q 1 , & que de là on louftraie celle que nous 

venons de trouver , on aura y 1 — zyz 4- z 1 = q 1 — "P 5 > 

& en extradant les racines , y — s = -j- V q «■ — ~i } ‘ Ajoutant 


cette dernière équation à la primitive y 4 - z = q, Zc dégageant 

>, ona pour la valeur , y — ^-.74- q 1 — p* > ou bien en 
faifant entrer la fraéïion d fous le ligne radical ( 178), 

1 u 

y = -q±^ 


1 I 

- q 1 p s - 

4 27 


Pour avoir la valeur de z , il n’y a qu’à fubftiruer celle de y 
. dans la primitive y 4- z = laquelle donnez — q — y, & Ton a. 


‘t -7 t 

11 n’cft pas douteux que ces valeurs dey Zc de * ne remplif- 
lent les conditions du Problème. Car fi on prend leur fornrne , 
les quantités radicales s'évanouiront , par raifort à l’oppofitiot» 

des lignes; Sc il ne reliera dans chaque valeur que - j;donc 


on aura y 4-2 = q , ce qui ell la première condition. Quant 
à la leconde , clic cil également remplie ; car en obfervant que 
les valeurs dey & de 2 préfentent,l’une la fommed’autre la diffé. 


rence de deux quantités , favoir de - jâ-'ae Vl 4 : Jr. 

2 4 * 27 « 7 

pour avoir le produit de l'une par l’aufrc , il luflit de prendre 
la différence de leurs quarrés , qui fera x -q 1 — - q 1 4 — - ;D,cu 

i r ij * 7 
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bien ~ p*. Donc le produit des racines cubiques de cçs valeurs 


lera y/ -Ï- pl ou *- p j &: le triple produit de ces racines fera p , 
ainfi que l'exige la fécondé condition. 

’ 37 r. Coroll. On conclura de là que toute équation du troifième 
degré -peut être ramenée à Informe de cellei dont nom avons parlé 
plut haftt ( j 63 ) ; & quainfi les memes formules en pourront indi- 
quer les trots racims. Car quelle que fpit cette équation , on peut 
faire évanouir fon fécond terme , & alors on peut la repréfen- 
ter par x\ = pif -+- q , dans laquelle p & q indiqueront des nom- 
bres connus quelconques. (Jr, ( 370 ) fans rien changer à ces 
ftombres , à la plac e de q , on pourroit mettre la ibmme des va- 
leurs de 7 & de s * prifes du Problème précédent: à la place 
de p , le triple produit des racines cubiques de ces mêmes 
yaleurs 5 & alors l’équation x 5 = px -+■ q, {croit tout à fait de la 
forme de celles que nous avons déjà réfolues ( 3 67 ). Suppofan* 
donc ces nombres fubftitués à la place de p & de q , on dira 
que dans * } = px -+- q , oh a pour une racine , 



Ou bien en fuppofant , comme ci-dcffus , que le premier radi- 


cal cube , favoir , 

V v • 




p 3 eft ici re- 


prélenré par c ; & que le fécond, fX 


1 ,’eft par d ; on a pour une équation quelconque du troifième 
degré, les mêmes expreflions dçs racines que nous avons déjà 
eues j favoir : 
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1. 


IL. 

111...*= 


* == c -f- d 

(c-hd) (c — d) , 

* = 1 V — 

1 2 

(e + d) (f — d) 

1 


V — i 

n/ — J 


j 71. Il ne s’agit donc à prélent que de chercher quelles lont les 
différentes formes que peuvent prendre .ces racines. Pour les 
découvrir , il faut fur-tout faire attention aux changemens 
que les diverfes valeurs des données p 8c 3 produiront dans 


V 


— qi — -pi qui entre toujours dans les valeurs de c & 
.4 17 n 

de d. Or , il ne peut arriver à ce radical d'autres changement 
que d'être ou zéro , ou une quantité réelle , ou une imaginaire. 

37j.Il lera zérolorfque^ p } lera négatif & égafc à - î x .qui doit 
toujours être pofitif (r 2g). Et une équation étant propofee, on 
voit par les valeurs de p & de 3 fi — p 3 = ~^ 1 ; tandis que le 
ligne qui précédé p.détermine fi-^ p 5 fera pofitif ou négatif dans 

— — P 5 ’■ car ® ^fl uat * on propofée eft de cette for- 
me, x J = — P*±î> -^P 5 fera toujours pofitif dans le radical 
ci-de(Tus;& fi elle eft de celle-ci,x 3 =p*± 3, il y fera négatif. Donc 
dans ce cas les deux radicaux cubiques de l'équation B,fe rédui- 

ront chacun à ÿ- 3, ou bien dans nos formules c =ui =\/ — 3 ; 
ce qui fufiit pour en faire évanouir la partie imaginaire. Ainfi 
.les t t’ois racines font alors réelles , deux d’entr'elles font cha- 
cune la moitié de la troificme & d'un ligne contraire j ou bien, 
on a : 

x=c + J 

(c-hd) 

X — — - 

z 

Çt + d) 


-w,v_ 
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374. Si le radical 1 1 

r 1 l ~P 3 une quantité 

reeUe, la première des racines ( 371 ) fera réelle ypuifque les 
radicaux cubiques de l'équation B , repréfentés par c & par d , 
ont rien d imaginaire. Mais alors les deux autres racines 
cinain. im / S,naire | ^ pÜi, ^ UC chatune contiendra le faéïeur ima- 
fcales&oo V' eqUCl nétanC muIti P Iié ni Par des quantités 
cSl eteT, ' m ‘ Par <I * au - trcs imaginaires > il reftera né- 
e«t des termes imaginaires dans le produit. Or , .fi 

l'on demande quand cfî-ce que 7X 7 7 

K eil u:ie 

r“' »! eftaifôde voir que ce fera toutes les fois 
que p entrera fous le radical avec le ligne -+- , ce qui arrivera 
dans toutes les équations de cette forme ** == — fx ± q . oll 

même lorfque entrant avec le figne-( ce qui ne peut arriver 
que dans les équations de cette forme<ci ,*1 on 

aura <~ 5*. ~ 

37 J- Examinonsaprcfcnt le cas oulS " 1 1 

r — — P 3 fera imagi- 

naire, & obfervons d’abord que ce cas ne peut avoir lieu q u au- 
tant que £ pJ Ce trouvera négatif fous le radical , & plus grand 
que — j*. La première condition exige donc que la propofée 

foit de cette forme x 3 = f * ± j 5 & la fécondé que l’on ait 
3 3 


~P> 


1/^q*,oiibknp> J/" '± qt ' Dans ce cas ^ 

qui comme on le voit par la latitude de fes conditions , peut 
s etendre à 1 infini , chacun des radicaux cubiques de I'équa 
t»on B eft imaginaire , pris féparément ( zoi ) « cependant ici 
comme dans d’autres cas ( i P 8 ) , leur fomme devient réelfc 
la P rem ‘cre racine ( 371 ; , ’ainfi que leur différence mul- 
tipliée^ par y — j dans les deux autres. Perfonne , à la vérité 
n a pu jufquici en trouver l’expreflion générale , &c’eft cette’ 

1 culte qui a fait donner à ce cas le nom de ca: irréduaible. 
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3 76. Pour prouver qu’icilcs trois racines de I équation fontréel- 
les,fuppofons que l'excès tic — ~ p 5 /ur^-3 1 foit défigné par 


— n , l'on aura ( Î 7 « ) c =1/ — 3 4-y/ — »,d = 

3 r 1 

— «. Donc en changeant les radicaux en pui(- 

fances fraétionnaires , à la place de la première racine qui don» 
ne x = c -4- d , on aura : 

_L r j 

* = V—") 5 

Or , nous avons vu ( ip 3 ) qu'à quelque même puiflfance 
qu'on éleve deux quantités de cette forme , leur (omme devient 
réelle ; parce que les termes imaginaires de l'une (ont égaux 
à ceux de l'autre , & précédés de (ignés contraires. Mais comme 
ce calcul nous eft nécelfaire pour les autres racines , nous l’al- 
lons répéter ici en défignant ^ q par a , y/ — n par b y/ — 1 , 


& l expofant par p, ce qui doit rendre le calcul applicable à 

toutes les puilfances de femblablcs quantités. Ainlî nous au- 
rons ( a -+- b y/ — I y — 


(A)...a f -t-pat-'by/-i jp -ibty/.j. 

7 * 7 i» Z» 


+ r-r-’W > f:± . b , 

i-i- 4 - »'S- 4 -y 

fcnluite (a — b yj — 1 ) ? — 


(B) S-fS- 1 b y/-i — V — a p-* b* 

v 1 ' Z z. 3 


Cf - 3 b 3 \/ - I -f 

flP-tiî yj - I— . 


p.p-I.p-Z.P -3 
Z. 3. 4 


;J >-4 _ 


p.p- i.p-z.p- 3 .P -4 
Z. 3. 4. J 


Or , (î l’on ajoute la fuite A à la fuite B , ainfi que l'exige l’ex- 
preflîon de la première racine , qui eft x = c d , les termes 
de rang pair ,qui font les leuls qui contiennent le,fadleu: ima- 
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ginaire y/ — t , fe détruiront , & la valeur de la première raci- 
ne reliera réelle , mais ijjaflignable en termes finis. 

Bour prouvêr qu'il én eft ainfi des deux autres , il faut faire 
attention , j°. qu’outre la moitié de la première racine , la fé- 


condé contient V — 3 , c’e(l-à-dire , — — ? x y' 


& la troifième V ~~ 3 > ou tien — - — X Vf — 


B— A 


— 3 ? 
3- **• 


Qu’en multipliant V — $ par y/ — î , on a — y/ 3 > puifque 
V — 3=V 3 X y/ — i i&c qu’ainfi y/ — j * y' — * = V* î 
x \/ — i x v — i = V i x — 1 = — y ?• 

De là on conclura qu’en multipliant les fuites A & B par 
s/ — 3 , d’abord on feradifparoître la forme imaginaire dans les 
termes de rang pair, ou fe trouve y / — ij & que de plus, on chan- 
gera leurs lignes , comme fi on en eût multiplié la partie réelle 
par — y/ i : au contraire , dans les termes de rang impair le fac- 
teur y/ — 3 fera naître la forme imaginaire , & ne changera 
point les fignes. De lorte qu'après avoir multiplié ces fuites par 
y/ — J , la marche des fignes fera : 

Pour A . . . -t- — — -t- -+- — t • . 

Pour B. . .. -+- H- — — -t — f- . . .’ 

Et fi alors on loyftrait la fuite B de la fuite A ( ainfi que l’indi- 
que ci— d ) les termes de rang impair , qui font les feuls ima- 
ginaires, le détruiront par l’oppofition des fignes ; & les termes 
<ÎP rang pair dans la fuite A , feront doublés , ce qui donnera i 

(C) X b y/ 3 4 - y/ 3 r-».-; 

x. Jj ’ 

t±±tïti£i *-< ii V j4.. ; 

*• }• 4- J 

Si ait contraire on louftrait la fuite A de la fuite B , ( com- 
me l'indique d - c dans la troifième racine ) les termes de rang 
impair , qui lont les feuls imaginaires fe détruiront ; & ceux de 
rang paix feront doublés dans la fyité B , ce qui donnera , 
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(D) t ( tJ-' b V 3 — a - *- -- A» v'J 

1.3.45 • 

Rapprochant donc les differentes parties de ces racines , &: fe 
fouvenant que les majufcules A , B , C , D indiquent les luites 
à la tête delquelles on les a placées , il viendra en quantités 
réelles , ces expreflions des racines dans le cas irréductible , 

t 

*=A-f-B 
^ — A — B -J- C 

i 

— A— B -f- D 


CHAPITRE VII. 

De la résolution des équations du quatrième degré. 

T i A méthode que nous nous propofons d’expliquer ici , a 
été découverte par M. Euler ; & nous allons la prélenter telle 
qu'il l'a donnée dans le premier tome de les Élémcns d’Algé- 
brc. Elle confifte , une équation du quatrième degré étant 
donnée , à en trouver une du troifième , dont les racines fer- 
vent.» découvrir celles de la première. Mais auparavant il faut 
voir comment eft - ce qu’avec les racines d une équation du 
troifième degré , on peut parvenir à une autre qui fera du qua- 
trième. . ... 

377. Soit donc l'équation du troificme degré s 5 — fz l -f- gz 
>— h = o , que j'appellerai l’équation auxiliaire , & dont les trois 
racines foient les quantités connues p , q ,r : luppolons que 1 on 
ait qu’on élevé les deux membres 

de ccttc équation au quarré , ce qui donnera, x'—p + q 

• 2i 
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4- r 4 - 1 VM + 1 V F -h z y «r. Or , ( $46) p 4 - q-hr—f^ 
donc en tranfpofant on a, x l — f—2 \/pq 4 - 2 y/fr 4 - z \/qr . ! 

Élevons encore cette dernière équation au quarré & nous 
aurons , * + — zfx* 4 - f l = 4pq -+*4pr -4- 4F 4 - 8 4 - 

8 VP 2 1 ' ■+ -%Vpl rl - ° r >( 346 ) 4 Pî-t- 4 P' , - 4 - 4 F = 4 g:&de 
plus 8 V p 1 gr -+- 8 >/ pq 1 r 4 - 8 ^ pqr 1 = Z\/pqr ( y/p 4 - Vî 

4- V r )-D° nc * 4 — 1/* 1 -’t-f 1 — 4 g = 8 V ?q r C V P -h V ? 

4- )• D’ailleurs ( 546 ) pqr = h , 8c partant 8 ^ Pî r =8V^ : 

* par la fuppofition Vp-H V? 4 ~ VV = ilf * Donc fubftituant ces 
valeurs , & tranfpofant , on a l’équation du quatrième degré , 

( A ) . . . x + — zfx 1 - — 8 v'fexaf 4 -/ t — 4g=o, 
dans laquelle une racine doit néceflairement être x=y'p 
4 - V? 4 - V r. 

378. Maintenant pour réfoudre une équation quelconque du 
quatrième degré , comparons-la d’abord à l’équation A j ce qui 
exige que le fécond terme lui manque , 8c que le premier n’ait 
que l'unité pour coefficient , chofes poffibles dans tous les cas 
(3448c 34J) : 8c de cette comparaifon nous tirerons les valeurs 
que doivent avoir les coefficients de l’auxiliaire , de laquelle 
on déduira enfuite les racines de la propofée. Soit donc , 

( B). . . x* -, -ax l — bx — c = o 
qu’on peut prendre pour une formule générale , qui repréfente 
toutes les équations du quatrième degré. Pour déterminer les 
coefficients /, g , h , de fon auxiliaire, obfervonsque les pre- 
miers membres des équations A 8c B ne peuvent fe réduire à 
o , fans que les coefficients des mêmes puiffances de x ne foienc 
égaux dans l’une 8c dans l'autre ; ce qui donne i°. — a = — zf r 
ou /= - . i°. — 8 y/ h = — b , ou bien en élevant au quarré , 

Z • 

64/j = bb , 8c h = ^-bb. 3°. — c =/* — 4 g , ou bien 4g =J* 
64 

4- c ; 8c comme fuivant ce que nous avons vu f— -a, on a 

Z 

g — 4 - * c. De telle forte que l’auxiliaire fera , 

*4 
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( C ) . . . 2 J — - ax 1 a 1 Z — bb = O (* ) 

2 M 6 4 / 6 4 

laquelle étant réfolue par les méthodes du troilième degré, don- 
nera pour racines trois quantités connues , que je fuppoiè être 
P » q > r ; & de là on conclura que dans l'équation générale du 
quatrième degré , on a aufli x — yj p ^ q .J r. 

37 9 . La feule difficulté qui fc préfente ici , c’eft que rien 
n obligeant à faire précéder chacun de ces radicaux d’un même 
ligne , il fembic qu’on puifie les faire indiflférement polîtifs ou 
négatifs ; & que pouvant alors y trouver huit différentes com- 
binaifons des lignes, on n'ait par là huit valeurs de *, au lieu de 
quatre , qu’on en doit avoir. Mais il eft aifé de s’alïurer que de 
ces huit combinaifons , il n’y en a que quatre qui puilfent avoir 
lieu dans chaque cas particulier. Car puifque — 8 y/h = — b, 
on a en changeant les lignes de l’un 3 c de l'autre 8 V /< = é > 
ou \/ h = -■ b. O r , yjh = y/ p. V ?• V r - ‘1 f aut donc que le 

O 

produit de ces trois radicaux qui déterminent la valeur de x , 
doit pofitif lorlque * b devient pofitif, en changeant de ligne; cm 
bien lorfque le coefficient de x eft négatif dans la propofée , 
après avoir placé tous les termes d'un même côté : le contraire 
arriverait , li ce coefficient étoit pofitif. Or , le produit de ccs 
trois radicaux ne peut être pofitif, qu’autant qu’il n’y a point de 
fignes négatifs qui les précédent,ou qu'ils y font en nombre pair. 
Ainlî lorlque le coefficient de x fera négatif dans la propofée » 
après avoir mis tous fes termes du côté de x 4 , on aura , 


( * ) Ou doit obierver qu’ici --c efl fouürait de JL aajpuifque quand on a 
4 1 6 

— i dans la propose , il vient ~ «a —c ; Je que quand oa a a* e , i! vient 
ici- 2*t — — e. 


Zij 


V 
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Vp ■+- Vff V r 

Vp — \/q — y/ r 

— \/p — v/ q -+- V r 

— y/p -+- \/î — V? 


5c Iorfque ce coefficient de x fera pofitif dans la propofée , 
èn aura, 

V? — Vq — y/r 
—Vp -+- V* H- >A 
Vp -+- Vï — y/ r 
y/p — y/l Vr 


380. Soit l'équation * 4 — 41** -+- 64.x -4- ioy = o , dont on 
demande les racines. Pour les trouver je la compare à l’équa- 
tion générale B ; & j’ai, en failant coïncider les termes homo- 
gènes, — a = — 4z, — b= 64 , — ; c = 1 0$ ; ce qui donne pour 

les coefficients de l’auxiliaire C, — -a = — 21 : c 

. 2 J 6 4 . 

= 110- — 26 -= 84 : -66 = — 64 j donc l’auxiliaire 

4 4 64 ■ 

fera ici , '! 

4 ■ ' s 5 — zrz 1 -f- 842 — 64 = 0. 

Or , cette équation étant réfolue par la méthode des divi- 
(êurs du dernier terme ( zji ), on trouve que fes trois racines 
lont 1,4,1 6 :8c comme ici le coefficient de » eft pofitif dans 
la propofée , nous prendrons les lignes — qui doivent précé- 
der >/ 1 , ^ 4 , y' 16 , en nombre impair , ce qui donnera pour 
racines , ' 

{ —1 — 1 — 4 ... — 7 

“ 1 ■+■ 2 + * ■ ‘ • ! 

1 ■+■ a — 4 . • • • — r 

1 — 2 -H 4 3 

Et en effet fi l’on multiplie les uns par les autres , ces quatre 
fafteurs-ci ( * -+- 7 J ( * f — f ) (* -+- 1 ) ( x — 3 ) , on trouvera 
que leur produit cil égal à la propofée # + — 41* 1 $4* 

’Hî *ej : sso- . • . . 
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j8i. Soit encore l’équation * 4 ■— rox 1 — 4*-4-8 = o, qui 
étant comparée à la formule générale B donne — a = — io 
~—b = — 4, — e = -4- 8. Donc en fubftitu int dans l'auxiliairç 
C , nous aurons — - <j = — r ; ~ aa -+- - c — 4 — 

a 1 li 4 16 ^4 

= ^ : — M == — Ainfi l’auxiliaire fera * 5 — yz* 

-t- ~ * — 7 = 0 > dans ^quelle, pour faire difparoître les frac- 
tions , il fuffit de mettre — à la place de z, ce qui donnera 

H 5 J7I 1 
8" ~ '4- • 8 

— 1 o« l -4- 17» — 1 = 0. Or , fi l’on effaye les divifeurs du der- 
nier terme qui font ± z , t , on trouvera par la méthode 
que nous avons donnée plus haut ( zyi ) que — 2 réuffit j car 

= 1 : — — - = — 8 : — = 1 j & que c cft le feul di- 

— z —z —z 

vifeur qui réuflifle. Ainfi une racine de l’équation en «* eft 2 , 
& pour trouver les autres qui doivent être incommenfurables 
( iS° ) > on la divifera par « — 2 , ce qui donnera pour quotient 
u 1 — 8 m - 4-1 = 0; & celle-ci étant réfolue par la formule du 
fécond degré , fera trouver , u = 4 -4- 1 y. 

A préfent pour avoir les trois racines de l'auxiliaire , c’eft- 
à*dire, les valeurs de f,q, r, on fc fouviendra qu’onafup- 

pofé z — — , ce qui oblige à prendre la moitié des valeurs de 

X 

u ; ainfi y = i,j= * ^ r =- — ; & fi pour avoir 

un nombre quarré au dénominateur de ces tra&ions , on mul- 
tiplie haut & bas dans chacune par 2 , on aura g = 

r = *=ÏÙl. 0,, 8 -±^ite« le quarré de ^±^.aM,ac 


4 
4 


eft celui de 


4 

Vs—Vî 


i & l’on pourra s’en convain- 


cre en élevant ces quantités à leur quarré . Par conféquent 
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y/ p t= I , y/q * ,y/ r = — — — .Mais puilque ici 

1 Z • 

le coefficient de * eft négatif dans la propofée , il faut ( 379 ) 
que dans les valeurs de x , il n’y ait point de lignes — devant 
Vp > V? > V r > ou bien qu’ils y l'oient en nombre pair. Ainfi 
on aura pour ces valeurs. 

I. =Vp~Wî~l-V r = I + V/y ~*~ V/ — — =n->/ y. 

n....«=v' î -vW<-= ■ =^=^=^±^=i-Vf- 
= - Vf-Vi+Vr = 

X 

—V 3- 

, , , -Wy-f-Vi— Vy-+Vî 

iv..x= — V?-+-Vî— %/*■= — 1 — — h, - =— 1 

tVi- 
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TROISIEME PARTIE 
De la Géométrie. 


(? 


5 ) 


SECTION PREMIERE, 

Des propriétés des Lignes droites & du Cercle. 


CHAPITRE PREMIER. 

/ 

Définitions 6 * notions préliminaires. 

1 1 ' : *'i" V\ T î* A Géométrie eft une fiience qui truite les prt- 

V r,c,et “C » étendue , ccnjideree comme quantité 
eonttmte.Or, dans l’étendue en général ondiftingue trois dimen- 
fions, Longueur, Largeur & Profondeur ; & quand on les conçoit 
toutes trois réunies , l’étendue prend le nom de Solide. 

2 . 1 1. On l’appelle Surface quand on n’y confier c que deux dimen- 

fionsfic alors l’une d’elles eft dite la largeurSc l’autre la longueur . 

Aa 
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FIG. 3. III. On' l’appelle Ligne , quand 011 fait abllraélion de deux 
diuienlïons , & dani» ce cas celle qui relie eft appellée longueur. 
Ainli la ligne ejl une étendue conjidérée [ans largeur ni profondeur. 

4. IV. Enfin fi dans une ligne on ne confidère que fon,extré- 
mité , on .n’y fauroit concevoir des dimenfions , & c’elMà ce 
qu’on nomme un Point. Ainfi le point ejl ce qui na pas de dimen- 
J ions , ni par conféquent de parties. 

5. Corou, On conclura de ces définitions i°. que l'in* 
tcrfettion de deux lignes ejl un point ; car fi c’étcit une ligne, 

ï. dans ce que A B luilferoit lur CD en la coupant , on pourrait 
prendre la largeur de C D , & réciproquement. Donc les deux 
lignes A B & C D auraient une largeur , ce qui ell contre leur 
définition ( 3 ). 

2 °. Que le point ejl la limite de la ligne. Car rien n’empêche dd 
concevoir qu’une ligne ell terminée là où une autre la coupe. 
Or , cette fcélion ell un point : donc fa limite le fera aufli. 

6. V. Une ligne ejl droite lor [quelle ejl la plus courte , qu’on peut 
tirer entre les deux points , qui [ont [es limites. C’ell pourquoi elle 
mciure l’éloignement de ces points. 

7. C o r o l l. i°. Entre deux points donnés on ne peut donc ti- 
rer qu'une feule ligne droite. Car le chemin qui mène d’un point 
à urt point ne fauroit être le plus court de tous , s’il y en a un 
autre d'égale longueur. 

8 . 2°. Deux lignes droites ne peuvent avoir deux pointt com- 
l. mttns , [ans [e confondre. Car fi les lignes ABC , ADC qui ont 

deux points communs , fans’fe confondre , étoient droites , on 
pourroit tirer deux droites différentes de A à B , ce qui eü 
impolfible ( 7 ). 

p. VI. Un plan n ejl autre chofe qu'une furfice plate fur laquelle 
une ligne droite peut s’appliquer en tout fens ; & c’ell toujours la 
moins étendue de toutes les furfaces , qu’on peut imaginer 
entre ies lignes , qui lui lervent de limites. 

10. VII. On appelle figure une étendue quelconque renfer- 
mée entre des limites ; & fi toutes les parties de cette éten- 
due font fur le même plan , la figure ell appellée plane . 
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ir. VIII. Le cercle cjl me figure plane , dam laquelle toutes Us p I G. 
droites tirées d'un point en dedans , jufquà la ligne qui la termine , 
font égalés. Ce point C eft appelle le Centre ; la ligne ABDE, j. 
qui termine la figure , eft la Circonférence j les droites égales 
C A , C B , CF , tirées du centre à la circonférence , font 
les Rayons : une droite , comme BE , qui palfant par le centre * 
le termine de part & d’autre à la circonférence, eft un Diamètre ; 

Sc fi elle ne pufle pas par le centre , comme FG , elle eft une 
Corde : une partie quelconque de la circonférence , comme 
AB , BG , eft un Arc }&: une portion de cercle , par ex. ABC , 
renfermée entre un arc & deux rayons eft un Scéleur ; tandis 
que celle qui eft renfermée entre un arc Sc la corde , par ex. 

GFD, eft un Segment. 

12. C A r o ll. On conclura de ce que nous venons de di- 
re , i". Que ft une droite AC fais une révolution entière fur le peint 
C , en rejlant tou jours dans le même plan , elle décrira un cercle ; 
puifque dans la ligne qui terminera cette figure , les diftanccs 
de tous les points au point C feront égales , tuant toutes me- 
furées par la ligne AC. 

15. 2°. Que dans un même cercle sous les diamètres font égaux , 
puilque chacun vaut deux rayons , 8ç que ceux-ci font tous . 
égaux (ii). 

14. Que chaque diamètre BE partage le cercle en deux para 
ties égaies. Car fi la partie BDEC étoit plus petite que BAEC» 
en la plaçant fur celle-ci , elle ne le confondroit pas avec elle ; 

£c on pourrait la repréfenter par B H E C , dans laquelle le 
rayon H C ferait plus court que A C. Donc tous les rayons du 
cercle ne feraient pas é£aux, ce qui eft abfurde ( 1 1 ). 

1 y. 4°. Que la courbure du cercle ( * ) ejl uniforme ; car fi on le 
coupe par un diamètre quelconque , &: qu’on conçoive une 
moitié pofée fur l’autre, les arcs qui terminent ces moitiés le • 
confondront toujours ; ce qui ne peut arriver fans que la cour- 
•,*bare ne foi t la même par-tour. 

16. C'eft par rapport à cette uniformité de courbure , qu’il 

( * ) On prend fouveue la circonférence pour le cercle. 

A a ij „J 
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FIG. a été poflible de partager la circonférence du cercle en un cer- 
tain nombre darcs égaux , lequel a été fixé à 360 , pour les 

cercles de toute grandeur. Chacun de ces arcs qui cil — — delà 
. , 360 

circonférence, efl appelle un degré Oc fe défigne par ce carac- 

• tère ( o ) : le degré a été partagé en foixantc parties égales , 
qu on appelle minutes , & dont le ligne cil celui-ci ( ' ) : la 
minute en foixante fécondés défignées par ( " ) : la fécondé en 
foixantc tierces , qu’on reprélente par ( ) &c. De façon 

que pour exprimer foixante degrés , vingt minutes , douze fé- 
condes , huit tierces , on écrit 60° zo' iz" 8" . 

17. Coroll. Puifque les degrés, ainfi que les minutes font 
des parties aliquotes de la circonférence , il ell vifible que leur 
grandeur varie , fuirant la grandeur de la circonférence dans 
laquelle on les prend. 


CHAPITRE II. 

"Des propriétés qui rèfultent de la comparaison de deux 
lignes droites. 

i3. Toutes les propriétés qu’une ligne droite peut 
avoir relativement à une autre , rèfultent de quelque rapport 
particulier, fous lequel on compare ces deux lignes. Or , com- 
pte on ne lauroit les comparer , que quant à leur grandeur ou 
• quant à leur fituation , il s’enfuit quelles ne peuvent avoir d’au- 
tres propriétés que celles qui dérivent ou de leurs rapports de 
grandeur , ou de leurs rapports de fituation. Nous parlerons peu 
des propriétés de la première cfpèce , parce qu’elles font plu- 
« tôt l’objet du calcul que celui de la Géométrie. Quant à celles 
qui font fondées fur les rapports de fituation de deux droites 
4. y. AB , CD , il faut d’abord pour en rendre la recherche plus faci-, ^ 
le , fuppolcr que ces droites lont fur le même plan , & puis con- 
cevoir qu’une d’elles, par ex. A B. faffe une révolution entiè- 
re fur un de les points E , afin qu elle prepne toutes les fitua- 
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tions poflîbles relativement à C D. Alors il peut arriver ouFIG. 
que ce point ; E appartienne aux deux lignes à la fois , ou 4. 
qu'il n'appartienne qu’à une feule. Dans le premier cas , J* 
le point de rencontre des deux lignes A B , C D , fera fixe 
& immobile en E , & toutes leurs fituations fe réduiront 
ou à fc couper ou à fc confondre en une feule droite ; ce 
qui arrivera lorfque A B aura plus d'un point'commun avec 
C D. Dans le fécond cas , ce point de rencontre lera conti- 
nuellement mobile ; 8c par rapport à A B il s’approchera & 
s’éloignera alternativement du point E , tantôt dans la partie 
A E , tantôt dans la partie B E. Il faut donc que dans le 
paffage de AE à BE , il y ait une fituation telle que ce point de 
rencontre ne fe trouve ni dans A E , ni dans B E : car n’y ayant 
pas de railon de le fuppofer d'un côté plutôt que de l’autre , 
ou bien il faut dire qu'il n’eft nulle part , ou bien qu’il eft des 
deux côtés à la lois , ce qui efl abfurde ( 8 ). 

ip. C o r o l l. On conclura de ce que nous venons de 
dire, que quand deux droites font fur le môme plan , toutes 
les fituations qu’elles peuvent avoir l’une par rapport à l’autre 
fe réduifent à ces trois-ci : i°. à fe confondre en une feule , & 
alors je les appelle Coïncidentes : a“. à fe couper ou à pouvoir 
le couper, fi on les prolonge , & dans ce cas je les appelle Con- 
currentes : i°. enfin à ne pouvoir point le couper à quelque dis- 
tance qu'on les prolonge , Sc dans cette fituation elles foat 
dites Parallèles. 

zo. La coïncidence de deux lignes droites ne prélentc d’autre 
propriété fi ce n’eft que l’une peut être négative par rapport à 
l’autre. Car fi des deux lignes AB, CD on en forme une 4* 
leulc A D , de telle lorte que l’origine de chacune loit cenféc 6, 
en E , il faudra pour tracer E D aller de E en D , & pour tracer 
E A aller de E en A : ce qui Suffit pour les rendre opofées de la 
leule manière dont elles peuvent le devenir. 

21. Quand deux lignes concurrentes fe rencontrent , on dit 
alors quelles lont inclinées l’une à l'autre ; & comme il y a une 
infinité de fituations différentes , dans lefquelles elles peuvent 


Digitized by Google 



' l88 É L É M E N S 

jp i g fe rencontre^ , on dira aufli que leur inclinaifon peut varier à 
l'infini. 

12. R e m a r. q u e. Il faut cependant obferver que le pro- 
y Iongement de deux lignes B A , B C , ne (aurait faire varier 
leur inclinaifon ; car fi cela étoit ainfi , comme ces lignes peu- 
vent être prolongées à l’infini, elles pourroient tellement varier 
leur inclinaifon ou leur fituation par ce moyen , quelles devien- 
draient ou coïncidentes ou parallèles , fans que les points 
A , B , C euflent changé de place , ce qui elt abfurde. 

23. D É n 1 t 1 o n. Un angle n’ejl autre chofe que P inclinaifon de 
deux lignes qui fe rencontrent , fans fe confondre. On le défigne 
par trois lettres ABC dont celle du milieu B répond au 
fommet , & quelque fois par une feule , & c’eft alors celle du 
fommet. 

24. C o r o l l. Puifque i’inclinaifon de deux droites peut 
varier à l'infini , il s’enfuit qu’un angle peut aufiï recevoir toutes 
les variations pofïibles , & ces variations fe réduifent à ce que 
un de fes côtés foit plus ou moins éloigné de la coïncidence 
avec -l’autre : ainfi le côté BE eft plus éloigné de coïnci- 

'der avec AB, que ne l’eft B D: C’eft 'par là feulement & non 
par la longueur des côtés ( 22 ) , que les angles peuvent être 
plus grands les uns que les autres . ils font donc fous ce rapport 
de vraies quantités , & par conféquent fufceptibles de mefure. 

2$. Pour mefurer un angle A B E , le moyen le plus fimplc 
qui (ê préfente , c’cft d'en prendre un autre à volonté tel que 
abc, qu’on fera fervir d’unité de mefure ; & de chercher en- 
fuite combien de fois cette unité eft contenue dans l’angle à 
mefurer. Pour cela on pofera le fommet b (ur le fommet B , 
le côté ab fur le côté AB, & on appliquera l’angle abc fur 
AB E autant de fois qu'il fe pourra. Par là on découvrira le rap- 
port de grandeur de l'ttnité abc avec A B E , cefl-à-dire , qu'tn 
mefurer a l’angle A B E. 

Mais puifque la grandeur des côtés n’influe point fur la gran- 
deur de l’angle (22) , fuppofons qu’on prenne le côté ab = AB, 
& que du point B , comme centre on décrive l’arc A C D E , 
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tandis que du point b on décrit l'arc ac. Il c ft évident qu'on F IG, 

“ Paf ' a fuper?c/ïtion ^ ue larc « eft contenu dans l'axe 
A CD E , autant de fois que l’angle unité abc cft contenu 7 * 

f nS . 1 an S lc «"*fi«ré A B E. Si donc l'arc ac eft , par ex. d'un 
degré, le nombre des degrés de lare AC DE déterminera 
combien de fois l'angle ABE contient l'unité de mefure; 
ou bien il expofera le rapport de grandeur de l'angle ABE 
«nec fon unité. D’où l’on peut conclure qu'un arc de cercle 
renferme entre 1er citer d'un angle & décrit du fommet comme cen- 
tre ejl le vrai expofant de la valeur de cet angle. Ainfî nous dirons • , 

20 ° Un o". B Vc ft de *°°’ S ° 3 ' &C,lorI<ît,C cct 310 de ; 

16. Définitions. I. Lors qu’une droite A B ren- 
contre une autre droite C D fans la couper , elle fait avec 
clic deux angles ABC, ABD. S, ces angles font égaux 
chacun eft appelle angle droit j s’ils font inégaux le plus grand’ 
eft obtut le pins petit aigu. 

II.’ On appelle Complément d'un angle , celui qu’il faudrait 
ajouter à cet angle pour le rendre égal à un droit } & Supplément 
celui qu il faudrait lui ajouter pour le faire égal à deux ‘droits. 

*7. h e o r Ê m i I. Quand une droite en rencontre une autre 
fanr la couper , elle fai, avec elle deux angler qui valent en fom me 
•me demi-circonference oy 180°. 

D E M. Suppofons que la droite A B rencontre C D f aM 
la couper, & que du point B avec une ouverture de compas 
quelconque on décrive l’arc de cercle CAD, qui coupe eu 

ir; * f • ? arc r L - 

S?,.YTr C Dp f'P" * Z'Zt 

( H^Donc^&c.^' vaudra une demi-circonférence 

» 8 . C 0 1 » o L l. I. !/„ „ s l, J,,:. Jlim . , mnfi, 

fTftTnf * lal,8le *oi, , il égale A , 

il C L + * B ° = ,3 °“ 1 «s angles font 

«losts , chacun «sut»» ou le quart de la circonférence. 
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|p i g. 29. 1 1. Un angle obtus vaut plus de 90°,8c un angle aigu vaut 
moins ( x6 ). D'où il s’enfuivra que le complément d’un angle ob- 
tus efl négatif , & que celui d'un ar.gle aigu ejl pofttif. Car pour 
réduire un anglejobttts , par ex. celui de ioo° à po° , il faut lui 
ajouter un angle négatif de io° , 8e écrire ioo° — io° = 90° i 
au contraire , pour réduire un angle aigu , par ex. celui de 80 e 
àpo 0 , il faut lui ajouter l'angle pofitifde io° , en écrivant 
8o° -+- io° = 90°. 

30. III. Si deux droites fe coupent , les quatre angles qu'elles for- 
g ment autour du point de Jeiïion , valent en fomme 36 o°. Car fi A G 

coupe C D , la fomme des angles efl 180 0 d'un côté de C D , 
8e 180° de l’autre. Et comme tous ceux qu’on pourroit for- 
mer autour du point B ne valent en fomme que ces quatre , 
il s’enfuit qu’ils valent aufli 360°. 

31. IV. Quand deux droites fe coupent, comme A G , D C les 
deux angles qui font du même côté, d’une de ces lignes, comme 
ABC, ABD, ou ABD,DBG, font appellés angles de 
fuite •, 8c l’on voit que ils font toujours fupplément l'un de l’autre. 

32. 'V. Quand deux droites A G , C D fe coupent les angles oppofét 
au fommet^ favoir ,ABC&DBG,ABD & C B G font égaux . 
Car puifque ABC + ABD = 180° , 8c que ABD + DBG 
s= 180 0 , onaABC + ABD = ABD + DBG: ou bien 
ôtant A B D»de part 8c d'autre , on a «A B C = D B G ; donc 
aulfi leurs fuppléments , A B D , C B G, feront égaux. 


CHAPITRE III. 

Des parallèles , des perpendiculaires ie'des obliques. 

33. Défini-T-k 

tions. I. 1 1 E U X ou plùfieurs lignes droites font Paral- 
lèles , lorfqu’étant fur le même plan elles ne fe rencontrent , ni 
ne peuvent fe rencontrer , à quelque diftance qu’on les pro- 
longe. 
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34. 1 1 . Elles dont Perpendiculaires 1 eue à l’autre , lorlcju en F I G. 
le rencontrant elles font Jes angles droits 5 & Obtijutt , lorf- 
qu’clles font des angles obtus ou aigus. . 

3 j. 1 1 1 . Quand deux droites A B, C D , foit parallèles , foit y, 
concurrentes , font coupées par un troificme SR ( qu’tm appelle • 
fécante ) , les angles qui font entre les deux lignes coupées , 
tels que a , b , e ,/, font appelles interna , & ceux qui font en 
dehors, comme d, c ,h ,g , externes : on nomme alternes , ceux 
qui font l’un à droite , l’autre à gauche de la fécante : ainlî a 
& / font alternes & internes à la fois , c & h font alternes & 
externes. Enfin on appelle correfpondants les angles qui étant 
du même côté de la fécante font chacun au-deilus , ou cha- 
cun au-deffous des droites AB, CD , tels font les angles 
c Sc f, a & h , &c. 

36. IV. Quand deux ou plufieurs angles B, b auront leur 
fotnmet du meme côté d'une ligne droite A l> , nous appel- 
lerons côtés correfpondants les deux qui font à la droite ou à 
\a gauche de l’angle. Ainfi A B & « 6 , B C & b c font corref- 
pondants. 

37. A x 1 o m e. Si deux droites A B , C D ,font coupées onr une 9, 
troiftème S R , de façon que la femme des angles internes , fît d’un 
côté de la fécante plus petite que de l’autre , ou bien Ji a -f- c <q b, 

~ç- f , elles concourront , & réciproquement. Et comme ou ne 
peut avoir a -f- e < b -+-/, fans avoir a H- e < t 3 o° S-: b -f- / > 
i3o° ; puifque ( 17 ) a -t- b -f- e -f-/= 3'jo 3 , ii s’enfuit que Ji 
deux droite 1 concourent , la foemve des angles internes vaut moins 
de 180 0 d’un côté de la fécante, & plut de i 3 o° de l’attire ; 6"* 
réciproquement. 

v 38. Théorème!. Quand deux parallèles A B , C D font 
coupées par une fécante SR , les angles alternes - internes font égaux 
entreux , ainft que les alternes-externes & les correfpondants : & 
réciproquement . 

D e m. i°. a —f: car a ■+■ e = iSo 3 ( fans quoi A B & C D 
concourroient ). Or , ( 31 ) e -t-/= i8o 3 . Donc a -t- c = c -t-/> 
ou bien a =/& partant b=te. Or, ( 31 ) c = a , h —fi donc 

Eb 
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F I G. c = h 8c partant g = d -, d’ailleurs d = b , donc g = b 8 c fi=xc. 

z°. La réciproque eft que fi deux droites *ant coupées par 
une troifième , les angles alternes ou corrcfoondans font égaux , 
ces deux lignes font parallèles. Car fi a— fi , puifque / -+- e 
• = i 3 o° , *dc même a-f- e — 180 0 . Donc les droites A B , C D 
ne font pas concurrentes ( 37 ). Elles font donc parallèles. 

39. C o r o l l. Il fuit de là que fi la ligue S R efi perpendicu- 
laire à une des deux parallèle/, elle le fiera à l’autre. Car fi les 
angles d&z c font droits , leurs corrdpondans e & / doivent 
l’être aulïi. 


40. T h é o r È m e 1 1 . Deux lignes A Iî , E F parallèles à une 
J0 ‘ troifième C D fient parallèles entr’elles, 

D e m. Car puilque A B eft parallèle à CD, les angles 
correlpondants S G B , S H D font égaux : & puifque C D eft 
• parallèle à EF,SHD = SIF. Donc SGB = SIF, & par 
conféquent ( 38 ) les deux lignes AB , EF lont parallèles. 

41. Théorème III. Quand deux lignes AB, CD fiant 
perpendiculaires l’une à l’autre , elles fie rencontrent ou fie coupent 
fiant pencher d'aucun cité. 

D e m. Puifque les angles en B font égaux entr’eux ( 34 ) , fi 
l’on dit que A B penche de quelque côté , il faudra dire qu’elle 
penche autant vers C que vers D , ce qui eft abfurde. 

4V Théorème I V. Si la ligne AB eft perpendiculaire 
fiur C D , & que le point B fioit autant éloigné de C que de D , 
tout autre point O de A B , fiera autant éloigné de C que de D ; ci* 
réciproquement. . ■ 

Dem. r*. Concevez que la ligne B D tourne fur AB , en 
faifant toujours un angle droit avec elle ; alors le point D 
viendra tomber lur C , puifque ( hyp. ) B D = B C. Donc A D 
couvrira AC , 8 c O D couvrira O C : ou bien AD = AC , 
OD = OC, 8 cc. 

z°. L’inverfc eft , Que fi le point A eft autant éloigné de C 
que de D , ainfi qu’un autre point B , la ligne AB fiera perpendiculaire 
fiur C D. Car elle ne penchera d’aucun côté fur CD, ce qui 
rendra les angles ABC, A B D égaux , & par conféquent 
droits. Donc (34) AB fera perpendiculaire fur CD. 
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43* Coaoli. Il l'aie de là que les obliques AC, AD , F I G. 
qui partant d'un même point A d’une perpendiculaire A B , fc lcr- il. 
minent fur l'autre C D a des défiances égales du point B , fw‘ égales 
tntr’elles ; & réciproquement. 

44. Théorème V. La perpendiculaire A B e fl plus courre 
qu'une oblique quelconque AD, tirée du même point A fur la 
ligne C D. 

D e m. Prolongés la perpendiculaire A B julqu’en P , de fa- 
çon que vous ayés AB = Bf ; ce qui donnera ( 43 ) A D 

nn , . . n AD-f-PD >• . , 

= P D ou bien A D = ; tandis que par la conl- 

A P 

truélion , A B = •. Or , AP< AD + PD ( 6 ). Donc 

A B < A D. 

4j. C o r o l l. I. La perpendiculaire A B mefire donc la défiance 
dit point A à la ligne CD; car cette diftancc doit être mefurée 
par la ligne la plus courte qu’on peut mener entre-deux. 

4<î. I I. Du point A on ne peut abaiffer qu’une perpendiculaire 
fur C D ; puifque le plus court chemin pour aller du point A 
à la ligne C D doit être unique ; d’où il fuit que deux perpen- 
diculaires élevées fur la meme ligne CD, font parallèles entr elles. 

Car li elles ne l’étoient pas , elles concourroient en quelque 
point , 8c de ce point on pourroit abaifler deux perpendiculai- 
res fur la même ligne C D , ce qui elt impodible. 

47. Problème I. Sur un point donné dans une droite élevtr 
une perpendiculaire à cette droite. 

Sol. Si ce point, comme B,n’eft pas à l’extrémité de la ligne 
donnée , prenez fur la meme deux points C,D, à égale diftancc 
du premier: 8: de ces points C Se D décrives d’une même ou- 
verture de compas deux arcs de cercle qui fe couperont en A , 
joignés par une ligne droite le point A 8c le point B , ce fera 
la perpendiculaire cherchée ( 41 ). 

Si le point fur lequel il faut élever la perpendiculaire eft à 
l’extrémité de la ligne donfréc C D , prolongés la , s’il fe peut , 
pour opérer comme ci-dcfius ; 8c fi par des circonftances lo- 
cales , ce prolongement eft impofiiblc , comme il arrive quel- 

Bb ij 
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F I G. quctois dans la pratique , vous fuivrés une autre méthode 
dont nous* parlerons ci-après. 

iz. 48. S roblême IL Partager une droite donnée A B en deux 
p antes égales. 

Sol. Des points A & B 8e d’une même ouverture de com. 
pas , décrives d'un côté deux arcs qui fe coupent en E : des 
mêmes points A 8e B 8e d’une même ouverture de compas 
( qui peut cependant être differente de la première ) décrivés 
de l’autre côté de la droite donnée , deux arcs qui le coupent 
en D , joignés par une droite les points de feétion E & D , 
8e le point C , où elle coupera A B , fera le milieu de AB j car 
E D étant perpendiculaire fur A B ( 42 ) & le point E étant 
à égale diffance de A 8e de B , le point C le fera auflî , ou 
bien on aura A C = C B. 

49. T h É o r È m e VI. Des perpendiculaires RS, P Q entre 
des parallèles A B , CD font égales , & réciproquement. 

D e m. i°. Du point du milieu N entre S 8e Q , élevez la 
perpendiculaire N M. Concevez que les lignes ND, MB , 
faifant toujours des angles droits en N 8e en M, la figure foit 
pliée fur M N. Alors N D tombera fur C N 8e M B fur A M : 
Se puifque N Q = N S , le point Q tombera fur S -, fi donc le 
point P ne tomboit pas fur R mais fur q, on pourrait du point 
S tirer deux perpendiculaires SR, S q fur A B , ce qui eft ab- 
furdc. Donc i°. P Q = R S. 

z“. L’inverfe du Théorème eff que fi fur une droite CD en 
éleve deux perpendiculaires égales P Q , R S , la droite A B , qui 
p a fier a par leurs extrémités fera parallèle à C D. Car les angles 
en S 8e en Q reftant droits , l’on peut concevoir qu’aux points 
O 8e G , qui divifent également P Q 8e RS, l’on a plié la par- 
♦ tie inférieure de la figure fur la fupérieure , de façon que le 
point Q tombe fur P 8e S fur R ; 8e par conféquent la ligne 
C D , ayant deux points S 8e Q , communs avec A B , fe con- 
fondra avec elle. Donc l’angle O QD = 0 P B , ou bien leur 
fomme fera i 3 o"; ce qui ne peut être ( 37 ) fi les deux lignes 
A B , C D ne font parallèles. Donc , Sec. 
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fo. T HÉORÈME VU. Deux angles font égaux , lorfque leurs pYçj* 
côtés correj pondants 'bas ou parallèles ou perpe liiculaîres entr'eux. 

D e m. i°. Si A B de ah , B C 8c bc font parallèles , 8c qu’on 14. 
prolonge les cotés B C , ba qui ne font pas corrcfpondants , 
il fe formera un angle en D qui fera alterne - interne de B & 
de b. Donc B = D b , ou bien B = b. 

x°. Si a b eft perpendiculaire fur fon corrcfpondant A B 8c if* 
bc fur B C, concevez que l’angle b reliant le même, fes co- 
tés a b , b c décrivent chacun un quart de circonférence autour 
du point b. Alors a b deviendra parallèle à AB & i t à B C. 

Donc , par la première partie de ce théorème , l’angle b éga- 
lera B. Ils étoient donc égaux auparavant. 

51 . Remarque. Pour l égalité de deux angles , il ne 
fuftît pourtant pas que leurs côtés quelconques fuient paral- 
lèles. Car on peut toujours conftruire un angle aigu , dont 
les cotés feront parallèles à ceux d'un angle obtus , pourvu que 
l’un foit fupplémcnt de l'autre , tels, (ourles angles ABC, 1 6 . 
abc, dans lcfquels les côtés AB 8c a b , B C 5c b a font pa- 
rallèles ; mais non pas. corrcfpondants. 


CHAPITRE IV. 

De quelquès propriétés des lignes droites y confédérées 
devis le Ccscle. 

yx. O ÜTRE les lignes droites, dont nous avons parlé plus 
haut , le Cercle contient encore celles qu'on défigne fous le 
*• nom de Sécantes 8 c de Tangentes. On appelle Sécante toute 
droite ST qui coupant la circonférence, (é termine hors du , 7 , 
Cercle.; 8c Tangente Ti celle qui touche la circonférence 
lans la couper , même étant prolongée. 

Si l'on conçoit que la Sécante S T tourne fur fon extré- 
mité T du côté de t , les deux points de feélion S , s , s'appro- 
cheront toujours l'un de l'autre , de façon qu’en B ils fe réuni- 
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jq ronc en un feul ;8c dans ce moment la Sécante ceflera de l’ê- 
tre pour devenir Tangente. On peut donc dire que la Tarn 
ger.te nejl autre chofe qu'une Sécante evanou'Jfante. 

y 3. Théorème I. Dans un même CerJe ou dans des Cercles 
égaux Us cordes égales fou -tendent des arcs égaux, & réciproquement. 

J 7 1 D e m. i°. Si la corde D F = R Q , je dis que l’arc DBF 
= R AQ. Car lï on applique la corde D F fur (on égale R Q , 
le point D (ur R 8c le point R (ur Q , l'arc DBF couvrira 
R AQ. Car (î cela n’ctoit pas ainfi 8c qu'un d'eux fut par exem- 
ple , R a Q les rayons du même cercle C a , C A ne feroient pas 
égaux , ce qui eft abfurde (pi ). Donc i°. 8c c. 

2 0 . Si l’arc R AQ=DBF , ils pourront (e couvrir par- 
faitement , 8c alors le point F tombera (ur Q 8c le point D (ur 
R.. Donc la ligne droite qui joindra D 8c F , joindra R 8c Q , ou 
bien la corde R Q égalera D F. 

54. S c h o 1 1 e. 11 eft aifé de voir que la vérité de ce Théo- 
rème dépend de l’uniformité de courbure dans le cercle , 8c 
que l'on peut aufli conclure de cette même uniformité : i°. Que 
dans des cercles égaux les cordes inégales fou-tendent des 
arcs inégaux , Sc réciproquement : 2". Que les cordes croiflent 
ou décroilfent en s'approchant ou s’éloignant du centre , de fa- 
çon que celles qui en iont également éloignées (ont égales , 
8c que le diamètre eft la plus grande de toutes. 

5J.T hé orè me II. De ces trois propriétés d'une droite , être 
perpendiculaire à une corde , la divtfer en deux parties égales , & 
pajfer par le centre ; deux étant données , la troift'eme s’enfuit né- 
cejfairement. < 

D e m. i°. Si A B eft perpendiculaire (ur D F > 8c que de plus 
elle la partage en deux également au point M , je dis qu’elle 
pa(fe par le centre C du Cercle. Car M D = MF( hyp. ) donc 
(42) chaque point de la perpendiculaire A B eft autant éloigné 
de D que de F ; 8c de plus tous les points également éloignés 
de D 8c de F font dans cette perpendiculaire. Donc le centre 
du Cercle y fera aufli. 

2“. Si A B eft perpendiculaire fur D F , Sc qu’elle paffe par 


Digitized by Google 



De Mathématiques. îyy 

le centre C, elle partage D F en deux parties égales. Carpuif- F IG., 
que C ell le centre , il eft également éloigné de D & de F : 
puifque AB ell perpendiculaire , chacun Je (es points eft éga- 
lement éloigné des mêmes points D &: F. Donc D M = M F. 

3". Si A B divife la corde D F en deux également , & 17. 
qu elle pafle par le centre C , elle cft perpendiculaire à cette 
corde. Caria première condition donne D M = F M , & la 
fécondé C D = C F. Donc ( 41 ) A B cft perpendiculaire fur 
D F. 

56. T h É o R È M E III. Une perpendiculaire A B qui partage la 
corde E H en deux partiel égales , partage aitji l'arc fou-tendu en 
deux arcs égaux. 

D e m. Par l’hypotèfe le point N ell autant éloigné de E 
que de H ; & par conléquent tout autre point de la perpen- 
diculaire A B fera autant éloigné de E que de H (41). Donc les 
cordes B E , B H , qui mefurent deux de ces diftanccs feront 
égales > ainfi que les arcs E D B , H F B , fou-tendus par ces 
cordes font égaux ; ou bien l’arc E B II eft divife au point 
B en deux parties égales. 

57. C o R o l l. Les arcs du mime cercle renfermés entre deux pa- 
rallèles E H , D F , font égaux. Car fi du centre C on abaifle la , 

perpendiculaire C B fur ces parallèles , 011 aura l'arc E D B 

= B F H , & l’arc D B = B F. Donc en retranchant cette der- 
nière équation de la précédente , il reliera l’arc E D = H F. 
jo. f hkoeLme I V. Le rayon CB qui aboutit au point de contAél B 
tft perpendiculaire à la tangente en ce point , & réciproquement. 

D e m. Toute ligne autre que C P> , menée du centre fur 
cette tangente devra fortir de la circonférence , &: fera par 
conléquent plus longue que le rayon de contatt C îï. Ce ra- 
yon cft donc la plus courte ligne qu’on puilfe mener du centre 
fur la tangente ; il lui cft donc perpendiculaire ( 44). 

L Invcne eft > queJiT 1 e fl perpend:culatre à l'extrémité du 
rayon CB, elle fera tangente au point B. Car fi elle entroit dans 
le cercle , le rayon mené au point de la fouie , par exemple en 
/, égaleroit le rayon C B. Donc C B ne feroit pas plus courte 
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que toute autre ligne menée du centre fur T / ; elle ne lui 
feroit donc pas perpendiculaire , ce qui eft contre la fuppofî- 
tion. Donc , &c. 

yp. C o k o l l. Il fuit de là i“. Que toute ligne comme E B , 
qui tombera fur l'extrémité du rayon , fans lui être perpendi- 
culaire , entrera dans le cercle , puifqu elle ne pourra fe con- 
fondre avec la tangente. 

2 0 . Que le point B pouvait appartenir à une infinité de cour- 
bes différentes , comme font les arcs décrits avec les rayons 
C B , D B , E B , tant en-déffus qu’en dcffous de T y , la mê- 
me ligne T t fera tangente à toutes ces combes , & que par 
conféqirent entre l'arc X B Y & fa tangente T t on gcut mener une 
infinité tic courbes qui toucheront l’arc fans le coûter ; mais qu’on ne 
feue y mener qu’une feule ligne droite T t qui le touche & ne le cou ^ 
fe fat. 

60. ProblèmÉ I. Divifer l'arc DBF,wi l'angle D C F en 
deux far tic s égales. 

Sol. Ayant tiré la corde DF,- menez du centre C le ra- 
yon C B, perpendiculaire fur cette corde ; il partagera l’arc , 
& par conféquent l’angle en deux parties égales. 

6t. Problème II. Faire faffer une circonférence de cercle 
far trois f oints donnés B, A, D , fourvu-qn'ils ne foient fat en lig 1 
ne droite. 

Sol. Dun de ces points A menez aux deux autres les 
droites A B , A D : fur le milieu de chacune , élevés les per- 
pendiculaires PC, QC : & le point C ou ces perpendiculaires fe 
rencontreront fera le centre du cercle dont la circonférence par- 
fera par tes trois points donnés B , A , D. 

62. R'e m a r q u e. Ptiifque les deux perpendiculaires PC, 
QC ne peuvent fe rencontrer qu'en un feul point ( 3 ), il s’enfuit 
qu’il n'y a qu’un feu! cercle , dont la circonférence fuijfe fajfer far 
les trois f oints donnés. 

63. ProblèmeHI. Trouver le centre d’un arc donné B ADi 

Sol. Tirez dans cet arc deux cordes quelconques , abou- 

tiffant au même point , comme B A , D A : élevés fur le mi- 

lie» 
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lieu de chacune les perpendiculaires PC,*' C, le point C où eiles J 
fe coupcrontjfcrale centre ducercle auquel appartient l’arc BAD. 

<>4. Problème IV. D'un point A , prit l.ort d'une droite 
C D , abaijfer une perpendiculaire fur cette droite. 

Sol. Décrivez de ce point A un arc de cercle c e d qui 
coupe la ligne donnée aux points c , d: diviléseden deux 
egalement au point B ( 48 ) ; & c’ell par ce point que paflera la 
perpendiculaire demandée ( 41 ). 

On a là un moyc n de mener par le point A une paral- 
lèle a la ligne CD; il (utfira d abailler de ce point la per- 
pendiculaire A B, & d’élever fur le point A une perpendiculaire 
à A B ; celle-ci fera néceflairemènt parallèle à C D ( ji ), 

P R o b l*ê m F. V. Sur un point A d'une droite donnée AB, 
conflruire un angle égal à un angle donné D. 

Sol. Du point D comme centre 8r avec une ouverture de 
compas quelconque , décrivés l’arc E F : du point A S: avec 
la même ouverture , décrivés l'arc G X : enluite avec un ra- 
yon égal à la corde E F , décrivés du point G l’arc a C b , & 
tirant la droite A C vous aurez l’angle demandé. Car ayant 
les cordes égales F E , C G , & les rayons égaux AG, D E, on 
aura l’arc CG=FE; & par conféquent les angles A & B , me- 
furés par ces arcs feront égaux. 

CH'ap'i T II e" V. ' 

De lamefure des Angles confidéréÆans le Cercle. 

L A fituation d’un angle par rapport à la circonférence d’utl 
cercle peut être telle , qu’il ait Ion Commet au centre , ou bien 
entre le centre & la circonférence , ou bien à la circonféren- 
ce , ou bien enfin hors de la circonférence 5 de telle forte que 
les côtés en (oient les tangentes ou les fécantcs. Nous ne dirons 
rien de la mefure de celui qui a fon Commet au centre, parce que 
nous l’avons déjà déterminée ailleurs (15). Il nous refie à mefu- 
rer les angles dans les autres fituations , fans avoir recours à 
d’autre cercle qu’à celui qui eft touché ou coupé par leurs côtés 

6p. ThkorÈmr I. L’angle aigu A B D , fermé à la circonfi- 

C c 
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FIG. retire du cercle par une tangente &par une corde( * ) a peur mefure la 
moitié de l'arc B F D, fout- tendu yr la corde. 
lI * D e m. Soient le rayon de contaél BC , &: le rayon F C 
perpendiculaire à la cordc D B ; ce qui rend l'arc D F = F B 
( yy ) , ou bien B F , moitié de B F D. Cela pofé je dis que ’ 
l’angle A B D a pour mefure l'arc B F. Car l’angle A B D 
s= F C B , ( puifque par la conftruétion leurs côtés homologues 
(ont perpendiculaires ). Mais F C B a pour mclure l’arc B F 
( iy ). Donc l’angle aigu A B D a pour mefure l’arc B F. 

66. C o R o l l. I. L’angle obtus DBHn aujjl pour mefure la 
moitié de l’arc D G E B renfermé entre fes côtés. Car cet angle 
joint à l’angle aigu A B D , a pour mefure la moiyé de la cir- 
conférence. Or , A B D eft mefuré par la moitié de B F D > 

donc la moitié du relie , favoir - DGEB,melure l’angle DBH. 

6j. II. L’angle DDE, formé à la circonférence par deux cor- 
des ( ** ) a aujji pour mefure la moitié de l’arc D G E , renfermé en- 
tre fes côtés. Car D B E = D B H — H B E. Donc D B E a pour 

mefure - D G E B — - B E , favoir , - D G E. 

2 2 2 
63. III. Un angle à la circonférence a donc pour mefure dans tous 

les cas , la moitié de l’arc renfermé entre fes cotés. D’où l’on con- 
clura : i°. Quc^et angle eft droit , s’il eft appuyé fur les 
■Zf- extrémités d’un diamètre , comme P A D : 2°. qu’il ne vaut 
que la moitié de ^ngle au centre , lorlque l’un & l’autre (ont 

a appuyés fur le même arc ; ainfi l’angle A F E = ^ ACE. 

22. 6p. Théorème II. L’angle A B D , formé entre le centre 

& la circonférence a pour mefure la moitié de l’arc A D renfermé 
entre fes côtés , plus la moitié de l’arc F G , renfermé entre fes côté 
prolongés. 

Dem. Du point F' foit menée la corde F E parallèle an 
côté B D ; on aura l’angle A B D =;A F F. ( 38) ; or, celui-ci a 

pour mefure - A D -I--DE, ou bien - A D H — GF ( y 7 ). Donc 
r 2 2 2 2 ' •" ' 

• 1 1 11 — — — — — — — — « ' mm 

( * ) Cet angle eft appelle cingle du Segmtnt. 

( »* ) On l'appelle inferit. 
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l’angle A B D a auflî pour mefure |âD+-GF. FIG. 

70. Théorème 1 1 I. L'angle A B D forméhors de la circonférence^ 23. 
a pour mefure la moitié de l’arc concave AED, moins la moitié d e 
l'arc convexe F G renfermé entre fes côtés. 

D e m. Du point F (oit menée la corde FE parallèle au 
côté B D. L’angle A F E = A B D. Donc l’un 8 c l’autre on t 

pour mefure - AE ( 68). Or, - AE=-AD E D,ou bien 

r 2 ' x x x 

- AE=-AD — - F G ( 57 ). Donc l’angle A B D , 8cc. 

2 2 2 

71. Problème I. D'un point A , prit hors du cercle DT/, 24. 
mener deux tangentes à ce cercle. 

Sol. Du point A menez au centre de ce cercle la droite AC , 

8c avec un rayon égal à la moitié de cette droite , décrivez 
une nouvelle circonférence C T À / : des points d'inteffedion 
T , / avec la circonférence donnée , tirez au point A les droites 
T A , » A ce fera les deux tangentes cherchées. 

Car (ï l'on tire dans le premier cercle les rayons de contad CT, 

C/, les angles CTA, C / A , appuyés fur un diamètre dans 
le (ccond cercle , feront droits. Donc les lignes AT, Ai fe- 
ront tangentes ( y8). 

7X. Problème! I. Élever une perpendiculaire fur l’extrémité ip. 

A d’un: droite A B , qu'on ne peut point prolonger. 

Sol. D’un point quelconque C pris au-deflus de la droite 
B A 8c du rayon C A décrivez une circonférence de cercle 
qui palTera par le point A ; 8c du point D , où cette cir- 
conférence coupera la droite donnée B A , tirez le diamètre 
DP, la perpendiculaire cherchée palTera par P , puilque l’an- 
gle D A P elt droit ( 68 ). 

" CH A P ï T R E VI ." 7 

Des différentes efpèces de polygones en général , is du 
Triangle en particulier. 

SUIVANT l’éthymologie du mot , on doit entendre par 
Polygone , urie figure à plufieurs angles ; 8c comme dans tou- 

Cc ij 
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F I G. te %ure reétiligne le nombre des angles eft le même que ce- 
lui des côtés , on peut défigner les différentes efpéces de pol- 
ygones par l’une ou l'autre de ces deux chofes indifféremment' 
C'eil pourquoi on appelle Trilatere ou plus communément 
Triangle , le polygone qui a trois angles , & par conféquent 
trois côtés : Quadrilatère , celui qui en a quatre : Pentagone , ce- 
lui qui en a cinq : Exagone , celui qui en a fix , &:c. Nous allons 
d'abord nous occuper des propriétés du triangle , parce quelles 
ferviront à découvrir celles des autres polygones. 

73. Le triangle eft la plus fimple de toutes les figures refti- 
lignes que puifle former la Géométrie , puifqu’on ne peut ren- 
fermer un efpace par des lignes droites , s’il y en a moins de 

s< 5 . trois. On voit encore qu'avec trois lignes données A , B , C , 
on ne fauroit conftruire cette, figure , fi les deux priles enfem- 
ble ne font plus longues que la troifième ; ce qui fait que 
deux côtés quelconques d’un triangle valent en fomme plut que le 
troifième. 

74. Le triangle confidéré par rapport à fes angles eft appellé 
acutangle , quand il a tous fes angles aigus j obtufangle , quand 
il a un angle obtus 5 rettangle , quand il a un angle droit. Par 
rapport à fes cptés , il eft appelle équilatéral , quand il a fous 
les côtés égaux -,ysocelle , quand deux feulement fory égaux 3 
& fealène , quand ils font tous inégaux. ' 

Si du fommet d’un angle quelconque d’un triangle on abaif- 
ic une perpendiculaire fur le côté oppofé , prolongé s’il le 
faut , cette perpendiculaire eft appellée la hauteur du triangle 3 
& le côté , fur lequel elle tombe , en eft la baft. 

75. Théorème I. Tout triangle peut être inferit dans un 
cercle. 

D e m. Infcrire un polygone dans’un cercle , c’eft faire paffer 
un circonférence de cercle par le fommet de fes angles. Or, 
les fommets des trois angles d’un triangle n’étant jamais en 
ligne droite , ou peut y faire pafTer une circonférence de cer- 
cle ( 61 ). Donc , 8cc. 

76. T h é o r È m e II. La fomme des trois angles d'un triangle 
* eft toujours i 3 o°. 
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D e m. Si du fommet de l’angle A on mène A P parallèle Fï<3 # 
à C B , & qu’on prolongeje côté AC, on a l'angle PAR 17. 

= A C B , fon corrclpondant : P A B = A B C , fon alterne. 

Donc les trois angles A -+- B -+- C valeiît en Tomme tous les 
angles qu’on peut former fur le point A & du même côté de la 
droite C R. Ils valent donc en fomme 180 0 ( 17 ). 

Si l'on veut fe convaincre d'une autre manière de cette vé- 
rité importante , qu’on luppofe un triangle quelconque D A P 2j. 
inferit dans un cercle : fes trois angles A, D, P, auront leurs 
fommets à la circonférence & la renfermeront toute entière. Ils 
vaudront donc en fomme 180 0 . 

77. Coxoti. I. Un triangle ne peut donc avoir deux an- 
gles droits , ni à plus forte raifon deux angles obtus. 

78. 1 1 . Dans un triangle un angle quelconque eft le fupplé- 
ment des deux autres. D’où il fuit 1”. que connoiflant deux 
angles, on connoît le troifième. 2°. Que fi deux angles d’un 
triangle font égaux à deux angles d’un autre , le troifième an- 
gle du premier égalera le troifième du (econd. 

79. III. Quand un triangle a un angle droit , chacun des 
deux autres eft aigu j Sc l’un de ceux-là eft complément de 
l’autre. 

80. IV. Si l'on prolonge un côté quelconque A D d’un trian- 
gle D A P , l'angle extérieur B D P égalera la lomme des deux 

intérieurs oppofés P -H A. Car l’angle extérieur B D P , & la 
lomme des deux intérieurs oppofés P -f- A ont le même fupplé- 
ment ; favoir , P D A. Donc l’angle extérieur vaut la fomme 
des deux intérieurs oppofés. 

81. Théorème III.- Dam tout triangle , le plut grand 
côiéeft cppofé au plut grand angle , le plut petit coté an plut pci 
tit ang'e , & let côtét égaux à des angles égaux. ( * ) 

D e m. Car inferivant le triangle dans un cercle , le plus 
grand côté doit fou%-tendre le plus grand arc, le plus petit côté 
le plus petit arc, &r les côtés égaux des arcs égaux. Or, les moi- 


( * ) L’inverfc de cette proportion ne dit tien de différent de la propoflcion 
même • 


Digitized by Google 



204 E L É M E N S 

FIG. tlés de ces arcs melurent les angles oppolés (68). Donc, Scc. 

8i. C o r o l l. 11 fuit de là i’. Que dans le triangle équi- 
latéral, les trois angl^ lont égaux. z°. que dans le triangle yzo- 
celle , les angles oppofés aux côtés égaux , font égaux. 

Remarque. On voit que l’inverfe de chacune de ces 
dernières propofitions eft également vraie. 

83. T H É O R Ê me IV. Si d’un angle quelconque d'un trian- 
gle > on tire une perpendiculaire fur le coté oppofé ( qu’on appelle 
la bafe de cet angle ) , elle tombera en dedans du triangle , Icrfque les 
deux angles fur la bafe feront a'gus ; en dehors ,ft l’un efl obtus ; CT 
fur l’extrémité de cette bafe , fi l'un de ces angles efl droit. 

Z8. JD em. i°. Dans le triangle ABC, qui a deux angles ai- 
gus lur la baie B C , fila perpendiculaire A P , menée du peint 
A, tomboit à l’extrémité C de cette bafe , elle formerait avec 
elle l’angle aigu A C B , ou d’autres angles plus aigus , fi elle 
tomboit au-delà , ce qui eft abfurdc (34)5 elle ne peut donc 
pas tomber hors de cette bafe. 

z". Si dans le triangle A C D , qui a un angle obtus en C , 
la perpendiculaire tomboit à l’extrémité C , elle formerait 
en C l’angle obtus A C D ; ou un angle plus obtus , fi elle en- 
troit dans le triangle. Elle doit donc tomber hors de la bafe 
CD. 

3". Si dans le triangle APC, qui a un angle droit en P , 
la perpendiculaire menée du point A , ne fe confondoit pas 
avec A P , on pourrait .abailfer du même point A deux perpen- 
diculaires fur la même ligne P C , ce qui eft abfurde ( 46 ). 
Elle tombera donc fur le point P. 


CHAPITRE VII. 

Qui traite de l’égalité & de quelques autres rapports tant 


des triangles que des parallélogrammes. 

O N - ne peut mici»x prouver qu’une étendue eft égale 
à une autre , qu’en faifant voir que la première placée fur la 
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Icconde , la couvre parfaitement, ou plutôt quelle lapénè-FIG. 
tre dans toutes les parties. C’eft par ce moyen , connu fous 
le nom de Méthoie de fuperpofiiion , que nous avons fait voir 
ailleurs l’égalité des lignes dans certains cas ( 49 ) ; nous l'em- 
ployerons encore ici, pour prouver l égalité des figures. Et en 
général , comme on ne peut entendre par figure autre choie 
que l’efpace renfermé dans un certain contour ou Pèr:mètre(io)> 
nous dirons que deux figures (ont égales Jorlque l’efpace qu elles 
renferment eft égal de part & d’autre ( cet efpace eft encore 
appellé l’Aire de la figure ). 

84. En comparant enfcmblc deux triangles , nous dirons que 
le plus grand côté de l'un elt Homologue au plus grand côté 
de l’autre , le moyen au moyen & le plus petit au plus petit. 

Et lorlque les angles oppolés aux côtés homologues feront . 
é'gaux départ & d'autre , les triangles leront appcllés équian- 
glcs. 11 eft aifé de voir que deux triangles peuvent être équian- 
gles (ans être égaux ; car fi dans le triangle A B C on dé- *9. 
crit a b c , de façon que les côtés homologues foient parallè_ 
les; les angles oppofés à ces côtés feront égaux, fans que 
les triangles le (oient ; & réciproquement , deux triangles peu- 
vent être égaux fans avoir ni les angles ni les côtés égaux , 
ainfi que nous le verrons plus bas. 

8y. Tout quadrilatère AB CD qui a les côtés oppofés parallèles ji. 
eft un Parallélogramme & fi tous fes angles font droits c’eft un 
Reftanglc.XJnc ligne AB qui va d’un angle à l'angle oppofé en eft 
la Diagonale. E^l’on peut prendre poup ba(e un de fes côtés quel- 
conques , & alors la hauteur fera déterminée par une perpendi- 
culaire , élevée (ur ce côté julqu’à la rencontre du côté oppofé. 

2 6 . T h É o R È m e I. Si deux triangles font équianglet & qu'ils 
ayent déplus un côté homologue égal , les autres (étés feront égaux y 
(a par conféquent les deux figures feront égales en tout. 

Ou bien fi l’on a l’angle A = a , B = £ , C = c : & de plus 2ÿ> 
le côté B C = b c , les triangles AB C , ab c feront égaux en 
tout. 

Dem. Si l’on conçoit le triangle a b ç placé (ur ABC, 
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FIG. en forte que le point b tombe fur B & c fur C , le côté a b tom- 
ap. bera fur A B , puifque les angles b 8 c B font égaux : par une 
raifon femblable c a tombera fur C A. Donc l’interfeélion a 
des côtés b, a & c a tombera fur l’interfeétion A des côtés B A 
& C A ; & les deux triangles fe confondant alors , feront par- 
faitement égaux en toutes chofes. 

87. C o K o u. I. Deux triangles font donc égaux lorfqtie ayant 
deux angles égaux , ils ont de plus un coté égal. Car alors ils font 
r équiangles ( 78 ) avec un côté égal. 

■31» 83 . II. Deux droites Parallèles DA, BC entre parallèles, DB , AC 

font égales. Car fi par le fommet des deux angles oppofés 011 
tire la droite îB A , les deux triangles BAC, B A D , feront 
égaux en toutes chofes ; puifque outre le côté commun B A , 
ils font équiangles. Donc.(j8)D A = B C &,D B = A C.'D’où 
l’on déduit que dans un parallélogramme les cités oppofés font 
toujours égaux. 

89. Théorème II. Si deux triangles A B C , a b c, ont leurs cités 
homologues égaux , ils font équiangles & égaux ; & réciproquement . 

D e m. Polés le côt ùbc fur fon égal BC , de façon que 
b tombe fur B & c fur C : avec B A , ou Ion égal b a 8 c du 
• centre B , décrivés l’arc D A E : avec C A ou Ion égal c a , 
& du centre C , décrivés l’arc F A G. Le lommet de l'angle a 
tombera fur l'interfeélion des deux arcs décrits par b a 8 c par c a ; 
de même que le fommet de l'anglè A tombera fur l’interlcc- 
tîon des deux mêmes arcs «décrits par B A & C A. Les points 
a 8 c A tomberont donc "l'un fur l’autre, afhfi que par la 
conftru&ion b tombe fur B &: ç lur C ; 'les côtés & les 
angles fe couvriront donc parfaitement ; & par conféqttenc 
les deux triangles feront équiangles & égaux. 

L’inverfe de cette propofition eft que fi deux triangles ABC, 
abc, font équiangles cr égaux, ils ont leurs côtés homologues égaux. Car 
30. puifque l'angle a = A , fi l'on place le triangle a b c fur A B C , 
de façon que le point a tombe fur A , & le côté a b fur fon 
homologue AB,ac tombera fur AC: & je dis encore que 
les points b 8 c c tomberont fur B & C. Car autrement , ou bien 

ils 


\ 

/ 
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ils tomberaient tous les deux au-delfus de B C , l’un en H l’au- F IGr. 
tre en E : ou bien tous les deux au-delïus , l’un en D l'autre 30. 
en G : ou bien l un (ur B C & l'autre hors de cette ligne 
en G ou en E : ou bien enfin l’un en E au - dellus de B C 
& l’autre en D au-deffous. Or, dans tons ces cas on contredi- 
rait la fuppofition : d’abord dans les trois premiers, parce que les 
deux triangles ABC, abc, feraient évidemment inégaux j & 
dans le quatrième, parce qu’ils ne feraient pas équiangles;, 
puifqu'on aurait l’angle acè=aAED,& que celui-ci étant 
extérieur dans le triangle F E C , leroit plus grand que l’ahgle 
- C , qui eft un des intérieurs oppofés. Donc , &c. 

90. Coroll. 1 . La diagonale A B partage donc le paratlélogram- 31, 
ne en deux triangles équianglet & égaux. Puifque les deux trian- 
gles ABC, A B D , outre le côté commun A B , ont encore 
BC=D A, B D = A C ( 83 ). D‘où il fuit que le parallé- 
logramme e/l double du triangle de même bafe & de même hauteur » 

91. 1 I .Si aux extrémités de deux lignes égales D A , B C abou- 
tirent deux autres lignes égales D B , AC, le quadrilatère ainfi 
formé fera un parallélogramme. Car tirant la ligne A B , les trian- 
gles DAB, BAC feront égaux en tout (89). Donc l’an- 
gle B AD = ABC , ce qui fuppofe B C parallèle à D A 
(38) : de plus l’angle ABD^BAC j & partant ( 38 ) 

D B eft parallèle à A C. 

çi. On déduira de là une rtouv elle méthode de tirer , par 
un point donné N , une parallèle à la ligne A B. Car fi d'un 32a 
point quelconque C de cette ligne , on décrit un arc de cercle 
qui la coupe en D: qu’avec la même ouverture de compas on dé- 
crive du point N l’arc qp: & qu’enfuite du point D, avec 
une ouverture de compas égale à C N , on décrive l’arc S R : 
l’interfe&ion O de ces deux arcs fera un nouveau point de la 
ligne cherchée. Puifque par la conftruélion OD = NC & 

NO = CD; donc (91) NO & CD font parallèles. 

93. Théorème I 1 1 . 5 » deux triangles A B C , a b c , ont un 2 Ç. 
angle égal , renfermé entre des cotés égaux , ils font équiangles & 
égaux* 
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p IG D e m. Si l’angle A = a , en les pofant l’un (ur l’autre , les 
’ côtés a b , ac pourront tomber lur A B & A C : d’ailleurs puif- 
que A B = a 6 &AC=ar,lc point b tombera fur B & c 
fur C. Donc b c qui jpint les points b & c fe confondra avec 
B C qui joint les mêmes points. Les deux triangles feront 
donc égaux en tout. 

3 r. 94- C o R o l l. Si deux droites A C , D B, aboutiffent aux extré- 
mités de deux parallèles égales D A , B C , elles feront elles-méi 
mes égales & parallèles. Car tirant la droite A B , les triangles 
A B D , BAC, feront équiangles & égaux ( 93 ) ; puifque 
outre le côté commun BA, & BC = D A (hyp. ) , l’angle 
A B C = B A D , fon alterne-interne. Donc ( 89 ) le côté D B 
= A C : & de plus l'angle DBA = BAC; ce qui iuffit 
C 38 ) P our que l es lignes D B , A C , foient parallèles j & que 
la figure D A C B foit un parallélogramme ( 85 ). 

9j. Théorème IV. Des parallélogrammes AC , B F , qui 
ont une bafe commune BC, & qui font renfermés entre les mê- 
mes parallèles B C , AF ,foHt égaux. 

' D e m. A D = B C =E F (8y)[; donc ajoutant DE aux 
lignes EFJ & AD, on a AE = DF : Or, AB=DC, 
& en outre ( 38 ) l'angle B AE= C D F. Donc le triangle 
BAE = CDF ( 93 ) j & par conléquent ce qu’ils n’ont pas 
de commun eft égal de part & d’autre , ou bien le quadrilatère 
ABGD = GCFE. Et fi à chacun on ajoute le triangle 
B G C , les fommes feront encore égales. Or , ces femmes 
donnent d’un côté le parallélogramme AC, & de l’autre le 
parallélogramme B F. Donc AC = B F. 

96. C o R o l l. Il fuit de là que deux parallélogrammes AC, EG, 
renfermés entre deux parallèles AH, B G, font égaux entr’eux % 
s'ils ont des bafes égales B C , F G, quoiqu'elles ne foient pas com- 
munes. Car fi l’on joint les points B & E , C & H , le quadri- 
latère B H fera un parallélogramme ( 94 ) qui aura la bafe B C 
commune avec AC, & la bafe E H commune avec E G. 
Donc (py) BH = AC = EG. 
cyj. ThéorèmeV. Deux triangles A B C,D B C ,font égaux , 
3 *' f étant renfermés entre les mêmes parallèles EF, BC , ils ont de, 
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plus urt bafe commune B C. FIG 

D e m. Du point B tirez B E parallèle à A C , & du point jj. 
C tirez C F parallèle à B D ( pi ) . Les quadrilatères E C , F B 
feront des parallélogrammes égaux ( 8j & 9j ). Donc les trian. 
gles A B C, D B C , qui en font les moitiés ( 90 ), feront égaux- 

98. Théorème VI. Dru* triangles E G B , F H C , qui 
ont des bafes égales B G , C H , & qui font renfermés entre les 
mêmes .parallèles E F , G H , font égaux entr'eux. 

D e m. Car fi on tire B A parallèle à E G & C D parallèle 
à F H , les parallélogrammes A G , DH feront égaux ( 96 ) j 
& par conféquent les triangles E G B , F H C , feront égaux 
auflî ( 90 ). 

99. T h É o R È M E V II. Si deux triangles égaux A B C, D B C, 36. 
ont une bafe commune B C , & leurs fommets K & T) du même 
côté de cette bafe .ils font entre deux parallèles A D , B C. 

D e m. Car fi A D n’étoir pas parallèle àBC, fuppofons 
que ce fut A F, & nous aurions (97) le triangle A B C = B C F. 

Or, (hyp.) A B C = D B C;donc nous aurions D B C = B C F, 
c’eft-à dire , la partie égale au tout , ce qui elt ablurdc. 

100. ThéorèmeVIII. Si deux triangles égaux ABC» 37 * 
D E F , ont leurs bafes égales B C , E F , fur la même ligne B F , 

CT* leurs fommets A & D du même côté de cette ligne , ils feront 
entre deux parallèles AD , B F. 

D e m. Car fi toute autre ligne paflant par le point A , par 
ex. AH,étoit parallèle àBF, on auroit (98) le triangle 
HEF = ABC. Or, ( hyp. ) A B C = D E F. Donc DEF 
= H E F , ce qui efl abfurde. 

ior. Théorème IX. Deux triangles ^A BC, ACD,(ü' .$3 
par conféquent deux parallélogrammes ) qui ont même hauteur , font 
entr'eux comme leurs Éafes B C , CD. 

D e m. i°. Si les bafes B C , C D , font commenfurablcs , 
fuppofés qu elles loient divifées fcn parties égales aux points 
H , E , F , G ; & que du point A , on tire les droites A G , 

A F , &c. Tous les triangles A B G , A G F , &c. font égaux 
( 98 ) : de plus il sen trouve autant dans ABC qu’on a pris 

Dd ij 
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fIG.de parties égales dans BC, & autant dans A C D quil y a 
de ces parties dans C D. Donc ABC:ACD;:BC:CD. 

2 q . Si 1 on n avoit pas la même proportion , en fuppofant 
39&4o^ ue les bafes BC , CD, fuffent incommenfurables , on auroit *. 
donc ABC:ACD>ou<BC:CD j ou bien prenant 
C-G>CB( fig. 39) & <CB( fig. 40 ) on auroit ABC: 

A C D ; ; C G : C D. Or , cette proportion eft impoflible. Car 
fuppolons d'abord que E D eft une aliquote exa&e de C D & 
plus petite que B G : enluitequeBF foit ce qu’il faut ajou- 
ter à BC {fig. 39) ou retrancher de BC (fig. 40) afin que 
E D la rpelure exaftement. Alors on a B F < E D ( * ). Or > 

C hyp. ) ED<BG, donc B F < B G j & par confêquenc le 
point F tombera entre G & B. 

Cela polé , puilque F C eft fuppofée commenfurable avec 
C D, on aura par la première partie de la démonftration A F C : 
ACD^FC : CD , tandis que ( hyp. ) A B C : A C D 
e=GC : CD. Or , (fig. 39 ) G C:CD>FC : CD j & 
(fa' '40 ) G C : C D < F C : C D. Donc A B C : A C D > 

A FC: A C D (fig. 39 ) & ABC: ACD< AFC:ACD 
(fis- 4 o)* Et par conféquenr ABC> AFC (fig. 39) & 
ABC<AFC ( fig. 40 )j ce qui eft abfurde. 


CHAPITRE VIII. 

Des lignes proportionnelles. 

102, Tnéo-O 

U** rème 1. vj I dans un triangle quelconque ACE >Ies deux côtés 
AC, A E , font coupés par une ligne B D parallèle au troifième , 

( * ) Quand une ligne ne peut pas être mefurce par une certaine unité , elle 
contient un nombre de fois jufte cette unité , plus une partie de cette unité On la 
mefurera donc en lui ajoutant la partie de l’unité qui lui manque , ou en lui re- 
tranchant celle qu’elle a de trop. Et comme on peut prendre pour unité une 
quantité déterminée aulli petite qu’on youdra , pourvu qu’elle foit de même ef- 
pece’ que celle qu’on raefure ; il s’enfuit que pour rendre comrucnfurables deux 
quantités incommenfurables , il fuffit d’ajouter à une d’elles ou d’en retrancher, une 
partie plus petite que toute quantité donnée. 
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Ils le font en parties proportionnelles , ou J>ien on a , A B : B C F I Gj 
'* î A D : D E ; & réciproquement. 

D e m. i°. Tirant les lignes B E , D C , le triangle B D C 41. 

= BDE (97) ; & l’on a par conléqucnt ABD :»BDC 
::ABD:BDE. Or, (101) ABDiBDC ;; AB:BC;& 
ABD:BDE:: AD;DE. Donc AB:BC;:AD:DE. 

i°. Si une ligne[B D coupe les deux côtés A C , A E , d'un trian- 
gle en parties proportionnelles , ou bien /» l’on a AB: B C ” A»D : 

D E , je dis que cette ligne fera parallèle au troijième côté C E. 

Car (ioi) ABDiBDC ” AB:BC ; &: A B D : B D E ” 

A D : D É. Donc ABDiBDC : A B D . B D E ; & par con- 
léquent (. 4 /g. ioy) B D C = B D Eid’ailleurs ces triangles ont, 
par la conftruélion , une bafc commune B D & leurs (ornmets ' 
du même côté de cette baie. Donc ( 99 ) ils font entre deux 
parallèles B D , C E. 

103. Coroll. On conclura dc-là que fi l'on partage les deux côtés 
d'un triangle par plufieurs lignes BD, F G , parallèles au troi- 42, 
fième , tous les fegments correfpondants feront proportionnels tntr eux 
& proportionnels à ces côtés. Car alternando , on a, d’après le théo- 
rème précédent, ABi AD ;; BF : DG. Donc Comptnendo & alter- 
nando, AB + BF:AD + DG;; B F : D S. Or, AB + BF, 
ou AF : AD + D G, ou A G ; ; ^ C : G E. Donc F C : G E 
;; BF :DG” ABiAD ;:AC( (ommc des antécédents ) ; 

A E ( lomme des conféqucnts ). 

Ainfi toutes les fois que deux lignes qui font un angle com- 
me A C , A E, loin coupées par des parallèles BD,FG,CE, 

&c. elles le font en parties proportionnelles j & réciproque- . 
ment , li les fegments des lignes coupées (ont proportionnels , 
les lignes qui les forment fqnt parallèles. Et li au lieu de deux 
lignes concurrentes on en prenoit un nombre quelconque , qui 
aboutilfant au même point A fulfent coupées par des parallèles 43 * 
BG, bg, elles le feroient en parties proportionnelles cn- 
tr’clles & aux lignes entières. Car on auroit A b : b B II A e : 
cC II Ad: ÙD , &c , ou bien AA-+-BA ;Ac + Ct H bB : 
c G , &c. 

104. Remarques. i°. Si dans un triangle A HA on tire des 44. 
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JF I G. parallèles D d , Ee, F/, G g , &c. également diflantes est-, 
tr'elles , les fegments qu’elles intercepteront fur un côté i fa- 

44. voir , i e , e f, fg , g h , feront égaux entr'eux ; ainfï que les 
fegments DE, EF, FG, GH, qui feront formés fur l'autre . 
Car abaiffant du point d la perpendiculaire dp & du point e 
la perpendiculaire ep,ona dp = e p i puifque les parallèles 
D d , E e , F / font également diflantes. Donc les triangles 
def, e ÎP > outre qu’ils font équiangles opt un côté égal i 
& par conféquent les deux autres côtés le font auffr. Donc 
d e = ef—fg=gh. Or , les fegments DE , E F , F G , G H , 
font proportionnels à ceux-là. Ils font donc égaux entr’eux. 

x°. Si des points D, E , F , G, on tire les droites D L , EM, 
F N , G O parallèles à A h , les quadrilatères D e , E/, F g , 
&c. feront des parallélogrammes (88) , & l’on aura D d = L e , 
Ee = M /, F/= N g. Donc LE, MF, N G, OH, feront 
les différences refpeélives de ces parallèles. Or , ces différences 
font égales ; puifque les triangles D L E,E M F,&c. étant égaux 
en tout (9$) , donnent LE = MF = NG, &c. Donc Si dant 
un triangle on tire des lignes parallèles à un côté , également disan- 
tes entr elles , & prolongées jufquaux deux autres t elles formeront 
une progrejjion Arithmétique. 

jjj, 10 p. ThéorêmeII. \.es triangles équiangles A B C, B D E, 
ont leurs côtés homologues proportionnels. 

D e m. Pofés le côté B D fur l'alignement de A B : les deux 
triangles étant tournés du même côté de A D , prolongés D E 
& A C , jufqu'à ce qu’ils fe rencontrent en F ; & alors puifque 
( hyp. ) l’angle D B E = A , les droites BE, AF, feront pa- 
rallèles. Donc l’angle BE D=F>or,BED = ACB (hyp.) ; 
donc F = ACB,& partant la ligne F E fera parallèle à C B , 
ou bien ( 8y ) B E F C fera un parallélogramme. On aura donc 
par rapport aux parallèles AF, BE ( 10 j )jAB:BD;;FE 
ou C B ; E D ; & par rapport aux parallèles CB, D F ; A B : 
BD:;AC:CFouBEj& par conféquent AB;BD ü CB ; 
E D : : A C : B E. 

io5 . Coroll. Il fuit de là que fi entre deux lignes qui font un angle 
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A B , A C on tire det parallèles Dd,Ef,F/, &c. elles feront F I 
proportionnelles aux parties AD, AE, AF, &c. Qu'elles coupent 44. j 
dans les deux lignes AB, AC. Car les triangles AD d , A E e , 

AF / , font équiangles ; donc AD: AE II Ad : A e H D d ; 

E e : de meme, AE: AF " A e : Af II E e : F f. 

107. Théorème III. Toute ligne A D qui divife un an- 4& ' 
gle A d'un triangle B A C en deux parties égales , coupe le côté 
oppofé BC en parties proportionnelles aux côtés adjacents. 

D e m. Prolongés le côté A C vers E , &r du point B tirés B E 
parallèle à A D : je dis qu'on aura, BD:BA”DC:AC. Car 
le triangle A B E ell yzocelle , puilque l'angle BE A = D AC 
fon correfpondant. Or , ( hyp. ) l’angle DAC = DAB, Sc 
l’angle D AB = ABE fon al terne-interne. Donc BEA 
= A B E ; & par conféquent ( 81 ) B A = E A. Or , ( 103 ) 

B D : E A :: DC : AC. Donc B D : B A : : D C : AC. 

108. Problème I. Divifer une droite donnée A B , en trois 47. 
parties qui foient entr' elles dans le rapport de trois nombres comn en- 

fur ailes quelconques , par exemple , 2 , 3 , j\ 

Sol. Par le point A tirés la ligne indéfinie A X , qui fafle 
un angle avec A B : & puifque la fomme des trois nombres 
donnés efl 10 , avec une même ouverture de compas , prenez 
en partant du point A , dix parties égales fur A X : de l’ex- 
trémité C de la dixième partie , tirés au point B la droite C B : 
de l’extrémité D du (egment A D , qui contient deux de ces 
parties égales , tirés D G parallèle à B C : de l’extrémité du 
fegment D E , qui en contient trois , tirés E H parallèle à B C # 

Je dis que AG:GH: HB ;;i: 3 : j. Car (103) A G : G H : 
HB*;AD: D E : E C. Or, par la conftruétion , A D : DE} 

E C ; l 2 : 3 : y. Donc AG;GH:HB " 2:3 : y. 

109. C’eft par ce même moyen que l’on peut divifer une 
ligne quelconque A B en un certain nombre de parties égales ; 48. 
mais il eft plus court de procéder ainfi. Sur l’extrémité A tirés 

la ligne indéfinie A P ; & par l’extrémité B , tirés la ligne B M 
parallèle à AP : fi vous voulez divifer A B en fix parties éga- 
les , prenez fur A P cinq parties égales quelconques en partant 
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FïG. de A: prenez auffi cinq parties fur B M égales aux précédent 
48. tes , & qui commencent en B ; alors les lignes MP, M P , fe- 
ront parallèles (94) j & puilqite BM=:MM, BN = NN: 
de même , puifque AP — PP, A N = N N ; & partant A B 
' eft divifée aux points N , N , &c. en fix parties égales. 

■ >p 1 10. Problème II. Trouver une quatrième proportionnelle 
à troit lignes données A , B , C. 

S o l. Ayant tiré deux lignes indéfinies A X , A Z , qui fe 
rencontrent au point A , prenez fur A Z la partie A G égale 
à A & la partie A E égale à B : prenez fur A X , la partie A H 
égale à C : joignez les points G & H , & tirés par E la ligne 
E F parallèle à G H ; je dis que A F fera la quatrième propor- 
tionnelle cherchéejpuilque l'on a (103) AG:AE"AH:AF. 

CoitOL. On déduira de là un moyen d’avoir une troijième 
proportionnelle à deux lignes données. Car fi dans l’exemple pré- 
cédent on fuppole B = C,on aAE = A H , & la proportion 
devient -H- A G : A E : A F. 


CHAPITRE IX. 


De quelques notions generales fur la fimilitude des figu> 
res j ie de leur application, aux triangles . 


ni. Défi- T~\ 

nition. EUX figures , ou bien en général , deux portions 

d’étendue quelconques ,font femblables , lorfqu’elles ne diffèrent en- 
ir elles que par leur grandeur. Ainfi tous les points , toutes les 
lignes , tous les angles , en un mot toutes les parties quelcon- 
ques qui fe trouvent dans l’une des figures femblables doivent 
fe trouver dans l'autre ; car fi. cela n’étoft pas ainfi on pour- 
roit, par cette feule différence & fans recourir à l’inégalité 
de grandeur , diftinguer une figure de l’autre 5 8 c dès lors elles 
ne feraient plus femblables (les lignes ouïes parties quelcon. 
quçs de ces figures , qui gardent entr’elles les mêmes rapports 
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de grandeur & de fituation , feront appellées Homologues ). FIG* 
na. Coroll, On conclura de la définition delà fimi- 
1 i tilde , 1°. que deux lignes droites font toujours ftmblables. Car le 
nombre , & la fituation refpcéïive des parties étant les mêmes 
dans chacune , elles ne peuvent différer que par leur grandeur. 

Et par lesraifons contraires, deux lignes courbes ne font pas tou-, 
jours femblablet. 

11 J. a". Que les arcs qui contiennent le meme nombre de degrés ÿ 
font ftmblables. Car s’ils appartiennent au même cercle , comme 
AB, BD, ils n’admettent pas même la différence de gran- jo. 
deur j bien quelle ne détruife pas la fimilitude ( ni). Ils 
font donc alors non-feulement lemblables , mais encore iden- 
tiques. S’ils appartiennent à des cercles différents , comme AD, 

E F , qui font fuppofés concentriques ; ils font chacun en même 
raifon avec leurs circonférences :& de plus , tous les autres 
rapports , (oit de grandeur , (oit de fituation , qui fe trouvent 
entre les parties de A D , fe retrouvent les mêmes entre les 
parties homologues de E F. Ces deux arcs font donc (cmbla- 
bles j & l’on voit par les raifons contraires , que ceux qui nt 
contiennent pat le mime nombre de degrés , font d':ffcmb!ab!es. 

1 14. j °. Qwe deux angles ne peuvent cire femblables , qu autant 
quils font égaux. Car dans deux angles inégaux AC B , A C D , 
le coté A C n'eil pas fitué par rapport à B C dans l'un , 
ainfi que le même A C l’eft par rapport à C D dans l’autre : 
de plus, les arcs A B, A D, qui lesmelurent, ne fauroient être en 
même railon avec la circonférence ; &c par conféquent les an- 
gles inégaux peuvent être diftingués l'un de l’autre , fans re- 
courir à leur grandeur j ou bien ( 1 1 1 ) ils ne font jamais fem- 
blables. Ce qui prouve que dans deux figures reClilignes ftmbia- 
blables ABDEFG, a b d ef g, les angles formés par les lignes hc- y r . 
mologues yfavoir , A & a, B & b t D & d t AB G , a b g , &c . 
font toujours égaux. 

itf. Il fuit de là que dans ces mêmes figures les côtés homologues 
font proportionnels entr eux & proportionnels aux contours entiers . 

Car fi l'on applique l’angle a (ur fon égal A , que le côté a b 

tombant (ur AB devienne A R & que a g foit A S , alors b g 

E e 
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(e confondra avec B S , & l’on aura l'angle ARS — abg 
= A B G. Donc S R & B G feront parallèles ( 38 ) 5 & par con- 
féquent ( 103 ) AB : A R ou a è :: A G : A S ou a g. Si l’on ap- 
plique enfuite l’angle b fur B , & qu’on joigne d , a , ainfi que 
D , A ; les droites da, DA, leront parallèles ( * ) 5 & l’on 
aura B A : b a [ *. B D : b d : une pareille fuperpofition de l'angle 
d fur D donneroit, B D : b d y. D E : d e. Donc G A : g a ..AB: 
a b ::BD:W::DE:dt?::, &C. Or , ( Alg. 3.31 )AB + 
J5D + DE+ Sec. :ab-hbd-t-de-i- &c. ’.l AB : a b ..BD 
: b d. Donc les contours font proportionnels aux côtés homo- 
logues. Et comme la feule chofe qui peut troubler la fimihtu- 
de dans deux polygones delà même efpece , c efl ou leurs 
angles ou leurs côtés , on en'conclura que cette fmilitude aura 
0 u jour s lieu dam cet fortes de figures , lorfque les angles feront 
égaux & les (Usés homologues proportionnels. 

1 16. T h É o R à M E I. Les triangles équiangles font nécejfaire-i 

ment femblables. 

D e m. Ces fortes de triangles ont leurs côtés homologues 
proportionnels ( ioy ) 5 donc ils font femblables ( 113 )• 

117. Théorème II. Les triangles qui ont leurs côtés ho-i 
mologues ou parallèles ou perpendiculaires , font femblables. 

D e m. Si les triangles A B C , a b c , ont leurs côtés homo- 
logues ou parallèles ou perpendiculaires , les angles A , a 3 B , 
b j C , c , font égaux ( yo) ; donc les triangles lont équian- 
gles & par conféquent femblables. 

n 8. T h É o r È m e I 1 1 . Les triangles ABC, a b c , qui ont 
les côtés homologues proportionnels , font équiangles 3 & par confé- 
quent femblables. 

D e m. Sur A B prenez A D = a b , & du point D tirez D E 
parallèle à B C. Les triangles A D E , A B C , font équiangles. 

f A C * A E 

Donc on & ( ioy ) A B ; A D , , | B C ' D E 

tandis que ( hyp. )AB:<Jè”/-^^ ,ac 

( B C : b c 


( * ) Ou n’a pas tracé ccs lignes dans la figure pour éviter la c®nfufîo», 
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Or , ici toutes les raifons font égales haut & bas , puitque F T G. 
( Conftr. ) A D = a b. Donc AC:AE;: AC:«t, ou bien 5 i • 

( Alg. loy ) A E = a c : de même BC: DE , ou 

bien DE = b c. &: par conféquent le triangle abc e 11 égal en 
tout à AD E (89) j lequel étant équiangle & femblable à 
ABC, l'autre le (era aufti. 

119. Coroll. Il fuffit donc four déterminer lajimiltiudc de 
deux triangles de /avoir ou que leurs côtés homologues font propor^ 
tionnils , ou que les angles oppofés à ces cotés font égaux, 

120. Théorème IV. Si deux triangles A B C , a b c , ont ' 
deux angles é^aux A & a , & les côtés autour de ces angles pro- 
fortionnels , ils font femblables, 

D e m. Dans A B prenez A D = a b , & du point D menez 
D E parallèle à B C 5 ce qui donnera ( 102 ) A B : A D ou a b 
: I A C : A E. Or , ( hyp. ) A B : a A \\ AC .cc. Donc A E 
= a c ; & par conféquent (9} ) le triangle aie eft égal en 
tout à A D E 5 & puifque ( 1 17) celui-ci eft femblable à A B C , 
l’autre le (era auflï. 

m. C o r o l l. Il fuit de là que ft deux lignes A B , A C , 44. 
qui font un angle en A, font coupées en parties proportionnelles par 
deux autres lignes D d , E e , celles-ci font parallèles. Car (hyp.) 

DE: AD J : de : Ad , donc Componendo , A E : A D 1 A e : 

A d ; & les triangles A D d , A E e , outre l’angle commun en 
A , ont les côtés autour de cet angle proportionnels. Par confe- 
quent ils lont femblables , & leurs angles correfpondants ADJ , 

A E e , font égaux ( 1 14 ). Donc les lignes D d , E e , font pa- 
rallèles. 

H2. Théorème V. Si du fommet de l'angle droit d'un 
triangle reClangle BAC, on abaijfe une perpendiculaire AD fur l hy- 
pothénufe ( * ) , il fe formera deux triangles CAD, ABD, fem- 
blables au grand C B A j & par conféquent femblables entr'et.x. 

D e m. Les triangles C B A , CAD, ont un angle commun 


\ 


( *; On appelle Hypoihénufe le cgté çppofé à l’angle droit dans un triangle 
tcéUuglc. 

Ee ij 
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pi q. en C : & de plus un angle droit l’un enD, l’autre en À. Ils 
font donc équiangles & par conféquent femblables : il en eft de 
même des triangles CB A& ABD, qui , outre l’angle com- 
mun en B , ont chacun un angle droit , l’un en D , l’autre en 
A. Donc chaque petit triangle eft femblable au grand > & par 
conféquent ils font femblables entr’eux. 

iij. C o r o l l. I. La perpendiculaire AD, abaijfée du fom- 
met de l'angle droit , ejl moyenne proportionnelle entre let deux feg- 
ment de l’hypothénufe. Car , (i r j) les triangles femblables ACD, 
ABD donnent ,é;BD:AD:DC. 

114. 1 1 . Chaque côte’ du triangle reüangle ABC ejl moyen pro- 
portionnel entre l’hypothénufe entière & le fegment contigu. Car les 
triangles femblables ABD, CAD donnent , tt B D : A B ; 
B C j & les triangles femblables CAD,CBA, donnent ~ 
CD : AC: CB. 

! 11p. R u m a r q u e. Si le triangle ABC étoit fuppofé 

yzocelle , &: que A D fut une perpendiculaire abaiflee de fon 
Commet fur la baie B C , elle la partageroit en deux parties 
égales B D, C D ; puifqu’alors les deux triangles ABD, ACD. 
étant égaux en tout (93 ) , donneroient B D = C D. 


CHAPITRE X. 

De quelques propriétés générales des polygones. 

1 16. T 1 E S polygones fe divifent en réguliers & irréguliers. 
On appelle rég uliirs , ceux qui ont tous les angles & tous les 
cotés égaux j &: irréguliers , ceux qui ont ou des angles ou 
JJ- des côtés inégaux. Ainfi le quadrilatère A B C D , dans le- 
quel tous les angles font droits , & tous les côtés égaux eft 
régulier , & 011 l’appelle en particulier Quarré. Si les quatre cô- 
tés étoient égaux , & les feuls angles oppolés inégaux , comme 
56. dans le quadrilatère E F G H , le polygone irrégulier feroit 
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appellé Rhombe -, tandis qu’il ferait appelle Lozange , s’il n’y F I G, 
tvoit que les côtés oppolés , & les angles oppol'és qui fuflent 
égaux comme dans C D H G. Enfin fi dans un quadrilatère ir- 
régulier P Q S R , il n'y a que deux côtés parallèles P Q, S 7 - 
S R , il fera appellé Trapèze. 

On appelle encore polygone fymétrique , celui dont les côtés 
oppolés lont égaux 8c parallèles. Ainfi le quarré ell régu- 
lier 8c fymétrique à la fois , le parallélogramme eft irrégulier 
8c lymétrique. 

Dans toute cfpècc de polygone on appelle angles Saillante 
ceux qui ont la pointe tournée en dehors de la figure j &r an- 
gles Rentrante , ceux dont la pointe ell tournée en dedans. 

127. T h É o R È M E I. Si d'un angle quelconque A , d'un poly- 
gone A B C D, on tire dee droites AC, AD, aux autres angles : 

1°. Le polygone fera partagé en autant de triangles qu'il a de cotés , 
moins deux. z°. S’il n’a pas d’angles rentrans , Us angles de tous 
ces triangles vaudront en fomme les angles du polygone. ( il fuffit , 
pour la démonftration , de voir la figure ). 

1 28. T h é o r È m e 1 1 . La fomme de tous les angles , dam un po - 
lygone qui n'en a pas de rentrants , ejl 180 0 . multipliés par le nom- 
bre dis côtés , moins deux. 

D e m. Car fi dans le polygone A B C D E , on mène de A les 
droites AC, AD, aux autres angles , il le formera autant de 
triangles qu'il y a de côtés , moins deux : 8c en outre , tous les 
angles de ces triangles feront formés des angles du polygone. 

Or, chaque triangle vaup 180° (76). Donc leur fomme vau- 
dra 180° , multipliés par le nombre des côtés , moins deux. 

129. Cojon. 1. Appcllant f , la fomme des angles d’un 
polygone 8c « le nombre de fes côtés, on a donc /= 180 0 

X n — 2. Or , dans tout quadrilatère n — 2 = 2 5 donc / 

= i8o° x 2=360°. Dans le pentagone n — 2 = 3, donc y 
= i8o° X } =540°. Dans l’exagone , n — 2 = 4, donc/ 

= 720° , 8c c. 

130. II. Tous les angles étant égaux dans le polygone ré- 
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fl G. gulicr , il s’enfuit que la valeur de chacun dans le quadrila- 
i 6 o ° çæo° 

tère régulier eft - =po°;dans le pentagone = io8° : 

4 S 

‘ 720 ° 

dans l’exagone = ixo° , &c. 

iji. III. Dans tout polygone qui n’a pas d'angles rentrants , 
la femme des fupplémens de tous fes angles efl 360°. Car chaque 
angle Taillant avec fon fupplément , vaut 180°. Donc appcl- 
lant n le nombre des côtés , la (omme des angles & de leurs 
fupplémens fera 180 0 x n 5 tandis que celle des angles feuls 


n’eft que 180 x » — z ( 128 ). Souftrayant cette derniere Tom- 
me de la première , leur différence , lavoir , 360° , donnera 
la fournie des fupplémens des angles Taillants. 

132. Théorème III. Si dans un polygone fymétrique 
ÿp. ABDEFG, on joint par des lignes droites les fommets des an- 
gles oppofés A & E , B & F , D & G : i°. Il fe formera autant 
de triangles , qu'il y aura de côtés dans le polygone : 2“. Cf«* qui 
feront appuyés fur les côtés parallèles , feront égaux. 

D e m. i°. La première partie du Théorème eft évidente à 
rinlpeélion de la figure. 

a°. Je dis que le triangle B D C = F G C. Car puifque le 
polygone eft fymétrique , les côtés oppofés B D , G F , font 
égaux : d’ailleurs l'angle BDC = FGC , & l’angle D B C 
= C F G ( 38 ). Donc le triangle B D C = F G C ( 87 ). Et 
comme le meme raifonnement peut fe faire pour deux trian- 
gles quelconques ainfi formés , il s'enfuit que ceux qui font 
appuyés lur des côtés parallèles , font égaux. 

133. C o r o l l. Il luit de là : i 9 . Que dans tout polygone fy- 
tnétrique les droites D G , B F, AE, tirées d’un angle à l’an ■* 
gle oppofê, fe coupent en parties égales ; & par conféquent au mê- 
me point C , lequel eft appelle pour cette raifon le centre du 
polygone. 

134. 2°. Qur toute autre ligne , comme L /, quipajfant parle 
centre C , fe termine aux côtés oppofés A G , D E , ejl partagée 
également en C. Car les triangles A C L , E C / , (ont égaux en 
tout ( 87 ). Donc L C = 1 C. 
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1 iS- i°- Que fi le polygone cil (ymétrique 8c régulier , toutes FIG. 
les lignes AE , B F, DG, qui joignent les angles oppofçs, 
font égales , ainli que leurs moitiés CA, CB, CD, CE , 

8cc. 8c partant les triangles C E D , C D B , 8cc. font yzocelles 
8c égaux en tout. Donc Ut perpendiculaires C P , C p , abaifféet 
du fortunes de cet triangles fur leurs bafet % font égales. (*) 

136. 4 0 . Que dans tout polygone J ymétrique Us angles oppofe's 
quelconques A & E Cor.i égaux. Car par rapport aux parallèles 
A G , D E , on a l'angle GAE=AED;8cen vertu des pa-i 
rallèles AB, E F , on a l’angle E A B = A E F. Or , l’angle 
A = GAE + EAB, 8c l’angle E = AED + AEF. Donc 
A = E. 

r 37. L’on conclura de là , que puifque un parallélogramme 
ADBC cft un porygone (ymétrique , les angles oppofés 31. 

A & B , D 8c C font égaux ; ou bien que la fomme de deux 
angles de luite A -4- C , vaut celle des deux autres D -4- B. 

Or, (118) tous ces angles valent en fournie 360°. Donc 
A-(-C, ou D 4- B = i8o° ; c’cft-à-dire , que dans un par allé ■» 
logramme les angles île fuite font fupplémems l’un de l'autre (16). 

138. Théouèm e IV. Tout polygone régulier petit être inf~ 
crit & circonfcrit a un cercle. 

Dem. i°. Puifque les lignes ae,bf , dg , fe coupent au 
point C en parties égales ( 131 ) il s’enfuit que fi du centre C 
8c avec une de ces parties C a , on décrit une circonférence de 
cercle , elle paffera par les fommets de tous les angles a , b , d , 

8cc. du polygone j le quel (era par con(équent inferit au cercle. 

2 0 . Si du centre C on abaifle fur les côtés du polygone 
A B D E b G , des perpendiculaires , comme CP, C p , elles 
feront égales ( 134). Et par conléquent fi du point C , on dé- 
crit un cercle avec une de ces perpendiculaires , ces lignes en 
feront les rayons j 8c les cotés du polygone étant perpendi- 


( * ) C«s fortes de perpendiculaires font appellces les ^ptthcmti ouïes Xaytiu 
drtitt du polygone j fc les droites C A , C B , en font les ray, ni ObUqntt. 
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p j q culaircs à l'extrémité de ces rayons , feront des tangentes de ce 
même cercle ( 58 ). Donc le polygone fera alors circonfcrit 
au cercle. 

139. C o r o l l. I. Puifque tous les côtés d’un polygone 
régulier , infcrit dans ce cercle , fous-tendent des arcs égaux , 
on aura la valeur 4e chacun de ces arcs en divifant 360° par 
le nombre des côtés du polygone. Ainfi le côté du triangle 
équilatéral fous-tend le tiers de la circonférence ou 120° : le 
côté du quarré fous-tend po° ; 8c par conféquent pour infcrire 
lequarré, il fuflfit de joindre les extrémités de deux diamè- 
tres perpendiculaires l'un à l'autre ; le côté du pentagone ré- 
gulier fous-tend un arc de 72 0 . 2 9 : Le côté de l’exagone, un arc 
de 60°. &c. 

140. 1 1 . Si dans un cercle l'on infcrit uti cxagone régulier a b- 
60. d e f g t un de fes côtés vaudra le rayon du cercle . Car le triangle 

Ccd, eft yzocellé ( 1 34 ) : & de plus , l'angle en C vaut 60* 
(139). Donc chacun des autres angles en c& en d (eraaufli 
de 6 o° ; & par conféquent le triangle yzocelle Ccd fera 
équilatéral , ou bien le côté C d = C e , qui efl le rayon du 
cercle circonfcrit. 

141. L'on conclura de là que le périmètre de l'exagone ré-i 
gulier ejl au diamètre du cercle circonfcrit , comme 3 ejl à i.Or, 
la circonférence du cercle eft plus grande que le périmètre d’un 
polygone infcrit. Donc la circonférence du cercle ejl au diamètre s 
dont un rapport plus grand que celui de 3 a r. 

142. Remarque. Cette propriété de l'exagone régu- 
lier nous fuffit pour divifer en trois parties égales la circon- 
férence entière , fa moitié , (on quart , & tout autre arc qui 
(era dans cette progreflîon fou-double. Car portant fix fois 
le rayon du cercle fur la circonférence , on y infcrit d’abord 
l’exagone régulier, dont la moitié a b de partage la demi-cir- 
conférence en trois arcs égaux. Si l’on joint par des lignes 
droites les points a, d on infcrit le triangle équilatéral 
qui partage la circonférence entière en trois parties égales. 
Si du centre c on abaiffe fur les côtés de l'exagone des per- 
pendiculaires 
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pendiculaires CP ,Cp , &c. On partagera les arcs Sous-tendus Fl Q 
en deux parties égales. Menant des droites par les points de di- 
vifionP, d ,p , on inlcrira un dodécagone régulier; 8c par consé- 
quent on divifera la circonférence entière en douze arcs égaux , 
ou bien le quart de cette circonférence en trois parties éga- 
les. Par une méthode Semblable on divilcroit encore la hui- 
tième , la feizième , la trente -deuxième partie de la circonfé- 
rence en trois arcs égaux ; mais la ligne droite 8c le cercle 
ne pouvant Suffire pour faire une pareille divifion d’un arc 
quelconque , on peut dire que le fameux problème de la triftc- 
tion de l'angle ne fauroit être réfolu par la Géométrie élémentaire . 

143. Théorème V. En infcrivant dans un cercle des po- 
lygones réguliers , dont le nombre des côtés croijfe toujours en pro ■> 
grejfton double , on peut rendre la différence du cercle au polygone 
plus petite que toute quantité affignable. 

D e m. Pour que cctre différence puiffe devenir plus petite 
que toute quantité affignable , il Suffit qu'elle diminue plus 
que de la moitié , chaque fois qu’on doublera le nombre des 
côtés du polygone régulier infcrit. Or , cela arrivera nécef- 
fairement ainfi. Car fi C T eft le rayon droit du polygone , g it 
prolongé jufqu’à la circonférence du cercle , 8c que Sur la 
tangente au point T on prenne Q R = A B , le quadrilatère 
ABRQ Sera un parallélogramme (94) plus grand que le 
legment A T B S. Donc le triangle A T B , moitié de ce paral- 
lélogramme (90) , fera plus grand que la moitié du Segment 
AT B S. Or , en d#ublant le nombre des côtés du polygone 
infcrit on ôte de ce Segment circulaire le triangle AT B ; donc 
on le diminue de plus que de la moitié : 8c la même choSe arri- 
vant pour tous les Segments , qui , pris en lomme font I» 
différence du cercle au polygone , on en conclura que cette 
différence pourra devenir plus petite que toute quantité af- 
fignable. 

144. Coroil. ï. Le cercle efl donc la limite de laquelle s'ap- 
prochent toujours , fans jamais y atteindre , des poligones régulière 
infcrit s , dont le nombre det tilts croit en progreffton double. Et. 

Ff 
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jq c'eil pour cette railon qu’on peut confidércr le cercle comme un 
polygone régulier d’une infinité de côtés. Or , dans cette efpècc 
de poligone* appellant/la lomme de tous les angles , on a 
/ = i8o° X (oo — , qui revient à cette expreflîon/= i8o» 

_ , . , r i8o° x oo „ „ 

X oo. Donc chacun de ces angles lera — , oui8o*. 

14J. 1 1 . Tous les cercles font donc des figures femblables ( 1 1 y ). 
Ainft leurs circonférences, leurs diamètres , leurs rayons , 
leurs arcs d’un même nombre de degrés , &c. pouvant être 
regardés ‘comme des lignes homologues de figures fembla- 
bles , forment des quantités proportionnelles. 


CHAPITRE XI. 

Dans lequel on expofe quelques propriétés du cercle 6* 
des lignes droites qui s'y rapportent. 

145. Théo- T 

KÉme 1 . f j E S parties de deux cordes qui fe coupent dans 
le cercle y font réciproquement proportionnelles. 

6l. . D e m. Si par des lignes droites on joint les points E & C , 
H & I , le triangle E C D fera lemblable au> triangle H D I » 
puilque outre les angles égaux en D , les angles E & H ont 

la même mefure , lavoir , - C G I ( 68 )§0n aura donc E D : 

Z 

D H :: CD :D I. 

147. Coton. I. Il fuit de là que fi une corde CH efi 
iivifée également par une autre El , fa moitié fera moyenne pro - 
portionelle entre les deux fegmens ou parties de celle-ci. Car alors 
DH = CD; & la proportion précédente devient E D : 
D H : D I. Or , fi d’un point quelconque de la circonférence 
on tire une perpendiculaire fur un diamètre , comme K P fur 
F G , elle fera la moitié de la corde R S ( y y ) ; & le 
diamètre F G pourra être regardé comme une autre cerde 
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qui divile la première également au point P. Donc on aura FIG. 
~ F P ; R P : P G. C’elt-à-dire , qu'une perpendiculaire abaijfée 
de la circonférence du cercle fur un de fet diamètres c(l moyenne 
proportionnelle entre les deux fegmens de ce diamètre. 

148. Par cette propriété on peut toujours trouver une moyenne 
proportionnelle entre deux lignes données A & B. Car lï l'on réu- 
nit ces deux lignes en une feule , que je fuppole F G : que de 
fon point du milieu B , pris pour centre , on décrive une cir_ 
conférence avec la moitié F B : & que du point P , où fe 
réunilfent A & B , on éleve julqu’à cette circonférence la per- 
pendiculaire P R , elle fera la moyenne proportionnelle cher- 
chée. Car ^4 F P : P R : P G. Or , par la conitruélion , F P 
= A , & P G = B. Donc qq A : P R : B. 


14p. Théorème II. Les cordes de deux arcs SFR,i/r, ^ . 
qui contiennent le même nombre de degrés ,font proportionnelles à ces s 
arcs. 

D e m. Si après avoir trouvé les centres E , b , de ces deux 
arcs (63), on tire les rayons qui joignent leurs extrémités , 

^es triangles B S R , b s r , feront femblables > puifque outre 
les angles égaux en B & b , ils auront les côtés autour de ces 
angles proportionnels (145). Donc SR:;r;;SB:/i ; ; la cir- 
conférence décrite avec le rayon SR, dl à la circonférence 
décrite avec le rayon sr \ \ comme l’arc SFR, partie de la 
première , eft à l’arc sfr , partie lemblabledc la féconde. 

iyo. Remarque. Si dans un même cercle on prend des arcs 
inégaux , les cordes ne feront pas proportionnelles à ces arcs. Car fi 
les arcs S E F , F G R , (ont égaux , l'arc SFR (èra double de 
chacun de ceux-là ; tandis que la corde S R dl moins que dou- 
ble de S F ou de F R ( 6 ) ; ce qui prouve que dans le meme 
cercle les cordes varient en plus petite railon que les arcs. Et 
c’eft pourquoi la corde de 6o° étant égale au rayon (140) , 
celle d’un arc double , c’ell-à dire-, de 1 zo° , eil moindre que 
le diamètre. 

151. Théorème III. Si on mène deux tangentes T / , V it f ^ 
au diamètre F G i & qu après l’avoir divijé en un nombre imp. r 

l'tij 
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T T G. de partiel égales , en éleve par let points de divifion P , P , &el 
6 des cordes perpendiculaires D d , B b , A a , E e > je dis que de tous 

" les arcs interceptés entre deux cordes voifmes , les plus petits fe 
trouveront entre celles , qui comme A a, B b , feront également 
éloignées du centre C ; & les plus grands , entre une tangente T t 
ou V u , (y la corde voifine D d ou E e. 

D e m. i^. Les arcs B X A , b x a , font les plus petits. Car 
les cordes A a , B b , étant également éloignées du centre C , 
font égales ( J4 ) j & par conféquent l'arc BFicAGa : 
d'ailleurs A X B — a x b ( jy ) j donc BFa = BGa,ou bien 
chacun de ces arcs vaut la demi-circonférence j & par con- 
féquent l'angle infcritBAa efl droit ( 62 ) ; ou bien la corde 
B A eft perpendiculaire fur les deux parallèles A a , B b. Mais 
les autres angles inferits DBi, FDd, n’étant pas appuyés 
fur une demi-circonférence ne peuvent point erre droits. Donc 
B A efl la feule çorde perpendiculaire entre les parallèles 
également éloignées A a, B b, Dd, T;; & par conféquent 
elle eft plus courte que toute autre corde BD, DF. Donc 
l’arc BXA, qu’elle fous tend , eft plus petit que tout autre 
pre renfermé entre deux de ces parallèles. 

a°. L’arc D Y F ou fon égal E Z G , eft le plus grand de 
tous. Car l’angle FDd eft plus petit que tout autre angle 
inferit B , ou A ; puifqu’il eft appuyé fur un plus petit arc. 
Donc D F eft la corde la plus oblique , & par conféquent la 
plus longue qu’il y ait entre les parallèles D d , B b , A a , &c. 
Donc l’arc D Y F quelle fous- tend , ou fon égal E Z G , eft le 
plus grand de tous ceux qui fonç interceptés entre ces parallèles. 

x j 2 . Théorème IV. Si dons deux cercles concentriques 
•n tire deux parallèles AB' , CD, l'firc B C du grand cercle ren- 
$1 • fermé entre ces parallèles , fera d'un moindre nombre de degrés , 
que l'arc b c du petit cercle , renfermé entre ces mêmes parallèles. 
D e m. Ayant joint les points A& C, tirés par a la ligne 


a e parallèle à AC, L’angle BAC a pour mefure ^BC,& 
fon égal" b a e a pour mefure T -be. Donc il y a autant dç 
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degrés 8c de minutes dans |BC, que dans U t. Et par con- FIG. 

féquent il y en a moins dans |BC, que dans [b c i ou dans 

B C , que dans b c. . 

15 j. T h £ o ni me V. Si deux fécante s partant d un mime 

foin, extérieurs, vont fe terminer à la partie concave de la cxr - 66 î. 
conférence ; tllet feront réciproquement proportionnelles a leurs par -, 
tics extérieures , ou bien on aura SV:SR;;SP:SO. 

D f m. Si des points d’interfe&ion O 8c P on mène les cordes 
O R , P V , on aura les triangles femblables S P V , S O R ; 
parce que outre l’angle ‘commun en S , les angles en R 8c en V 
font appuyés fur le même arc O P. Donc on a S V : S R : S P : 

S O. * w . 

IJ4 Coroll. T. Si la fécante S R tournant fur le point S s’éloig- 
ne du centre, les points d’interfe&ion P 8c R s approcheront de 
plus en plus ; de façon qu’ils fe réduiront au feul point T > 
lorfque la (écante s’évanouiffant deviendra la tangente S T. 

On aura donc alors, S P = S R = S T. Et la proportion ci-def- 
fus deviendra ^ S V ; S T : S O. D’où l’on déduit, que ft la tan- 
génie & la fécante partent d’un mime point hors du cercle, ctlle-la fera 
moyenne proportionnelle entre la fécante entière C'a partie extérieure. 

ipp. Coroll. 11 . Si avec le côté C B d’un triangle quelcon- 
que A C B, pris pour rayon, on décrit une circonférence de 
cle : qu’on prolonge le côté A C jufqu en D: 8c fi le triangle eft 
obtufangle (fg. 68.) quon prolonge le côté A B jufqu’en F , on 
aura dans tous les cas, A B : A D ; : AE : A F. Or, A D=A C -+■ 

C B, A E = AC— C B; 8c fi C P eft une perpendiculaire abaiffee 
de l’anglo C fur le côté oppofé A B , on aura AF = AP — 

PB ( jfc. 67. ) , 8c A F = A P -t- P B (fg. 68. ). D’où l’on 

pourra conclurrf : que dans un triangle quelconque un cité (AB) 
tfl a la femme des deux autres ( A C -4- C B ) , comme leur différence. 

( \ C CB ) eft à la différence eu à lafomme des fegment s (AP + 

P B ) , formés fur ce côté ou fur fon prolongement , par la perpendicu- 
laire abaiffée de l’angle oppojé ( à la différence , fi cette perpendicu- 
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P I G. * a * re tom ' 3e etl dedans du triangle ( fig. 67. ) j & à la fomme , fi 
cette perpendiculaire tombe en déhors ( fig. 68 ) ) . 

,*6. Problè me ï. Partager une droite donnée AB en moyen- 
ne & extrême raifon. * 

Sol. Sur l’extrémité A élevés la perpendiculaire AC , qui 
foit égale à - A B : du point C , avec le rayon C A , décrivez 

la circonférence A E F : & ayant joint les points C & B , prô-> 
longés B C , juiqu’en F : prenez enfin fur A B la partie B D = 
B E i je dis que la ligne A B fera divifée en moyenne & extrê- 
me raifon au point D , c’eft-à-dire , que l’on aura •H B A : B D ; 
AD. 

D e m. i°. Par la conftruétion BD = BE&FE = AB 3 
puifquc la ligne donnée AB, ainfi que le diamètre F E , lont 
chacun doubles de C A. 

z°. Par ce que nous avons vu ailleurs (iy4) B F ; B A \ ; B A : 
BD. DoncBF — B A :B A— BD ”BA;BD. Or, BF — 
BA = BEouBD ; BA — BD = AD -, donc B D : AJ) ; : 
B A : B D , ou bien ~fBA ;BD : AD. 

157. Problème II. Confiruire un triangle yzocelle dont chai 
que angle à la bafe , foit double de celui du fommet. 

70. Sol. Suppofés la ligne A B divifée au point D en moyenne 
& extrême raifon : de ce point & avec le plus grand fegment 
A D décrivez un arc de cercla : du point B & d’un rayon B C = 
AD, décrivez du même côté un arc qui coupera le premier en 
C : joignez les points A , B , C , & vous aurez le triangle cher- 
ché. Car ( conftr. )D A = DC = BC. Donc le triangle A D C 
cft yzocelle i & de plus l’angle extérieur BDC = A + 
AC D , ou bien B D C = 2 A. Or ( 120 ) le triangle B D C 
eft femblable au triangle BCA ( puilque l’angle B eft 
commun , & qu’ayant ( hyp. ) BD : DA ?! DA : B A > 
on aura BD;BC”BC:BA). Donc le triangle B D C 


Google 


jfc Une quantité eft partagée c» moyenne ir extrême raifon , lorfqu’on la divife 
en deux pattics , dont la plus grande eft moyenne proportionnelle encre la plut 
petite 3c la quantité entière. 
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étant yzocelle ( conftr. ) B C A le fera auflî ; &: chaque angle i F î GW 
la bafe du premier ; favoir , B ou B D C valant z A ; chaque 70» 
angle à la bafe du fécond ; favoir , B ou C , vaudra auflî iA , 
c’eft-à-dire , qu’ils feront chacun doubles de celui du fommet. 

158. Problème 111. Inscrire un décagone régulier dans un 
cercle. 

Sot. Conftruifez fur la rayon B A de ce cercle un triangle ^ 
yzocelle ABC, qui ait chaque angle à la bafe double de celui 
du fommet ( ip 6 ) : portés dix fois la bafe B C de ce triangle fut 
la circonférence du cercle , & vous aurez le décagone infcrit- 

Car alors A = 180 9 , tandis que B , ainfi que C = ^ 180*. 

Donc A = 36°. c'eft-à-dire , que B C eft la corde d'un arc de 
ou le côté du décagone. 

ij 9 . Coroli. On déduira de là un moyen d'infcrire dans le 
cercle un pentagone régulier. Car fi on joint par une ligne 
droite CE , les extrémités E & C de deux côtés contigus 
du décagone , cette droite (ous-tendra un arc de 71° , & fera 
par conféquent le côté du pentagone régulier infcrit C E- 
FG H. 


160. Remarques. 11 faut obfcrvcr 1®. Que le pentagone 
& le triangle équilatéral fuffifent pour infcrire dans le cercle te 
quindécagone régulier. Car l’arc B H D fous - tendu par un côté 

du triangle équilatéral, vaut^ou-^de la circonférence j 


tandis que l’arc B H G fous - tendu par les deux côtés du 

z 6 

pentagone vaut - ou —de la circonférence. Donc 1 arc DG 
vaudra — , c'eft-à-dire , que fa corde fera le côté du quindé- 
cagone. 

i*. Qu'on peut divifer géométriquement la circonférence du 
cercle de ttoit en troit degrés. Car en doublant le nombre 
des côtés ( 1 $3 ) on peut avec le quindécagone infcrire un po- 
Jigone régulier de 110 côtés > & alors chacun lous-tendra des 
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FIG. arcs de trois degrés. On le peut encore en inferivant dans le 
même cercle un polygone de zo côtés & un autre de 24, 
qui ayent le Commet d’un angle au même point B. Car fi B D 
étoit le côté du premier , & B H celui du fécond , l’arc B H D 
feroitdei8°, & l’arc B H de ij°. Donc leur différence DH 
feroit de j° , & la corde de cet arc , portée fur la circonférence , 
U diviferoit en 129 arcs de trois degrés chacun. 
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SECTION SECONDE. 

Des Surfaces. . 


CHAPITRE PREMIER. 

De* rapports 6* de fo mefure de s fur faces planes . 

160. N O U S avons dit plus haut ( i ) que l’étendue con_ 
üdérée avec deux dimenfions leulement , eft ce qu’on déligne 
en Géométrie par le mot de furface j &: qu’alors une de ces di- 
menfions eft appellée fa longueur , & l’autre fa largeur . 

Les furfaces font planes ou.courbes. On appelle Planes , celles 
fur lefquelles une ligne droite peut s’appliquer en tout fens cn£e 
confondant avec elles ; & courbes , celles où l’on ne peut point 
faire une femblable application. 

161. Mcfurer une quantité c’cft déterminer combien de fois 
elle en contient une autre , qui pour cette raifon eft appellée fa 
mefure ou ion unité. Cette unité doit être de la même efpèce 
que la quantité mefurée , puifqu’cntre des quantités hétérogè- 
nes , on ne peut concevoir aucun rapport de grandeur. Ainfi 
une furface ne fauroit être mefurée que par une furface. Mai s 
çommq parmi les différentes efpèces de figures qui pourraient 
(ervir à cet objet , la plus propre eft celle qui a fes angles droits 
& fa hauteur égale à fa bafe, on a pris le quarré de préférence à 
toute autre figure, pour mefurer'lcs furfaces.C’eft pourquoi quarrer 
une furface ne défigne autre chofc que la mefurer > ou bien dé- 
terminer combien de fois elle contient un quarré d’une grand eur 
donnée , lequel eft appelle pied quarré , toife quarrét , &ç» 
fuivant que la longueur d’un de fes côtés eft d’un pied courant 
d'qne ‘olft courante , &c. 

Cg 
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IG. idz. Théorème I. Les ftrfacet de deux triangles ( & far 
conféquent celles de deux parallélogrammes ) qui ont des bafes éga- 
les , [ont cr.tr elles commet leurs hauteurs. 

73. D e m. Soient les deux triangles A B C , D E F , dont 
les bafes B C , EF, font égales , & les hauteurs A H , D I , 
inégales: foit C G =BH&FK = EI. Alors on aura G H = 
K I , & comme ces lignes peuvent être prifes pour les hauteurs 
des triangles A G H , D K I , oh aura (ioi),AGH:DKI ” 

. AH:.D 1 . Or ( p 3 ) , AGH = A,BC, &PKI = DEF 5 
donc A B C : D E F 1 : A H : D I. 

163. T h écréme II .Si les bafes de deux parallélogrammes 
S&f font entr' elles comme les nombres B , b : leurs hauteurs comme 
les nombres H , h j & que les unes & les autres varient à la fois » 
on aura , S : f ‘.‘.B X H : b X h. 

D e m. Si les bafes feules étoient différentes ,on auroit(toi)» 

S : / 1 1 B : b y & fi c’étoit les hauteurs , il viendroit ( 161 ) * 

S H : h. Donc ( Alg. 116 & 237 ) les unes & les autres va- 
riant à la fois , on aura ,S:/"fixH:i X A. 

164. Co k o ll. Il fuit de là que fi le parallélogramme/ efl qn 
quarré , & qu’on le prenne pour unité de futface j tandis que la 
bafe ou fa hauteur fervent d’unité de longueur , pour mefurer 
labafe & la hauteur de S j on aura , S :/” B X H : 1. C’eft- 
à-dire que exprimant le rapport de la bafe & de la hauteur de S par 
celui des deux nombres B , H , qui ont la bafe ou la hauteur de f 
four unité , on fera a[]uré que le parallélogramme S contient autant de 
fois fa mefure f, que le produit B X H contient d’unités. Ce qu i 
s’exprime en dilant ,que lafurface d'un parallélogramme efl égale 
au produit de fa bafe multipliée par fa hauteur. * 

1 6p. S c h o l i e. Pour rendre cette vérité plus manifefte , 

74. luppofons que le quarré a c doive fervir d’ unité, pour mefurer le 

* On voit allez que cctt» proportion , prife dam le fens littéral , eft abfarde ; 
car il cil impolfible ( ^ Irith . 19 ) & de multiplier une ligne par une ligne , & d'a- 
voir une futface pour produit. Ainlï on doit chercher le vrai Cens de cec énoncé 
dans ce qui le précédé , k le regarder comme une expredion abrégée , qu’en 
«'emploie ici que peur éviter une trop longue circonlocution. 
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reélangle A C. Suivant ce que nous avons dit , on doit d'abord F I G. 
chercher le nombre B, qui exprime combien de fois la baie A B 74 * 
contient fon unité a b , & je le fuppofe ici 4 : enfuite le nom- 
bre H , qui exprime combien de foi? la hauteur A D contient 
cette même unité a b , ou fon égale ad 5 je fuppole que ce nom- 
bre loit } ; & alors 4 X 3 ou bien iz , exprimera combien de 
fois l’unité de furface a c eft contenue dans A C. En effet fi 
on prend fur A B quatre parties égales à' a b , & trois lur A D ; 2 c 
que par les points de divifion E,F,G,H&I, on eleve des 
perpendiculaires Ee,F/,Gg,Hft,I/, on formera dans 
le retrangle A C douze quarrés , dont chacun fera égal dac. 

1 66. Cotou. Pou r avoir la furface d’un triangle quelconque f - 
il faut donc prendre la moitié du produit de fa bafe multipliée far fa 
hauteur ; puifqu’il cil toujours la moitié d’un parallélogramme 
de bafe égale & de hauteur égale ( po ). 

167. Théorème III. La furface d’un trapèze PQRS doit 77. 
êrre exprimée pour le produit de ta perpendiculaire PH» tirée entre 

1 er côtés parallèles P Q , S R , 'multipliée , 0*1 far ia demi - fomme de 
cit côtés , ou par la ligne M N , tirée du milieu de PS parallèlement 
iPQ. 


Di ê m. x Le triangle P S R = P H x ^ S R , & le triangle 

P Q R = P H x - P Q. Donc la furface du trapèze , ou bien la 
2 

fomme de ces deux triangles , fera P H x — — — * 

z*. Le trapèze pouvant être pris pour un triangle tronqué, 
dans lequel les parallèles P Q , M N , S R , font à égales dittam- 
tances, on a ( 104 ) , S R. M N. P Q. Donc ( Alg . z6i. ) M N 3= 
S R -f- P Q 

.Et par conféquent la furface du trapèze pourra en-! 


core être exprimée par P H X M N. 

16Z. Théorème IV. La. furface d’un polygone régulier 
AB DEF G ,ejl exprimée par la moitié du produit de fon contour 
multiplié par fon apothème. • 

D e m. Si on joint les fomprets des angles oppofés du poîy^ <5o. 

G g 
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F t G. ê one P ar l cs droites A E , B F , DG, on le partagera eh 
60. triangles yzocelles A C B , BC D , &c. qui ont tous la même 
hauteur , favoir , l’apothème ; &r dont les bafes forment le con- 
tour entier du polygone. Donc défignant l’apothème par p , oh 

a, A CB = - p x AB:BCD = -f xBD:DCE = -fX 
D E , & c. Donc la Comme de ces trois triangles ou la furface 
du polygone = ^p ( A B B D -t-D E-+- E F ■+■ F G -+■ G A). 

idp. C o r o l l. I. Puifque le cercle peut être confidcré corn- 
ue un polygone régulier d’une infinité de côtés (144) , 8c que 
lousce rapport il a le rayon pour apothème ; il s'enfuit que 
fa furface efl égale au produit du rayon multiplié par la demi - circon. 
férenee j ou bien , à celle d’un quarré , dont le côté feroit moyen 
proportionnel entre le rayon & la demi - circonférence ; ou bien en- 
core , à celle d'un triangle qui auroit le rayon pour hauteur , & la 
circonférence pour hafe, 

lyo. C o a o l l. II. La furface d’un feéleur de polygone 
régulier qui ne contient que des triangles entiers , comme 
A B D C ( & par conféquent celle d’un feéteur circulaire ) ell 
égale à la moitié du produit de l’apothème multiplié par la partie du 
contour qui termine ce feüeur. D’où il fuit que pour avoir la fur- 
face du fegment circulaire b'p d , il fuffiroit de retrancher de cel- 
le du feéteur c b p d la furface triangulaire c b d. 

lyi. S c h o l 1 e. I. Si le polygone dont on cherche la fur- 
face n’ell point régulier , il faut le partager en triangles , 8c 
prenant enfuite la furface de chacun en particulier , la Comme 
de ces furfaces donnera celle du polygone entier. 

172. S c h o l 1 e. II. D’après tout ce que nous avons dit 
jufqu’ici , on voit que le fameux problème de la quadrature du 
cercle confilte à trouver exa&ement la furface de cette figure , 
ou bien à faire voir qu’elle ne peut point être trouvée j car l’unef 
& l’autre de ces deux manières refoudroit également la quef- 
tion. Et comme cette furface feroit connue ( tdp ) > fi l’on trou- 
voit le rapport exad de la circonférence à une ligne droite 
donnée , c’eft à la recherche de ce rapport que les Géomètres 
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k font attachés. Certains ont prétendu que fa valeur eft inal- pi G. 
lïgnable , 8c qu’ainfi la quadrature du cercle eft impoflible ; 
d’autres au contraire ont cru ce rapport aflignablc , 8c ont fixé 
des limites plus ou moins rapprochées, entre lefquelles il 'le trou- 
ve. Ainfi Archimède a fait voir que le diamètre étant 7, la cir- 
conférence eft entre 21 8c 12 , mais plus près de 12 que de zt. 
Airien-Metius a donné un rapport plus approché, en difànt que 
le diamètre étant iij , la circonférence eft entre 354 8: 355, 
mais plus près de ce dernier nombre que de l'autre. Ludolph en 
a approché jufqu’à la 3yme. décimale ; M. de Lagny a encore 
porté cette approximation plus loin dans les Mémoires de l’Aca- 
démie des Sciences de Paris, de l’année 17T 9 , en difant , que le , 
diamètre étant r , la circonférence fera exprimée par 3 , 14159» 

8c c. julqu’à 117 caraéléres décimaux ; de façon qu'il ne 
s'en faudra pas d’une unité décimale du 127'. rang «qu'on ft’ait 
par-là la véritable valeur de la circonférence. Enfin Neuton , 
Leybnits 8; d’autres grands Géomètres ( car ne n’eft qu’à ceux- 
là qu’il appartient d’efpcrcr quelques fuccès dans cette recher- 
che ) ont trouvé différentes approximations , parmi lefquelles 
, nous nous nous bornons à rapporter la fuivante , dont l’in- 
vention eft attribuée à Leybnits , quoique d’autres Géomètres 
l'aient réclamée dans le temps ; lavoir, que le quarré du rayon 

, étant t , le quart du cercle fera 1 - -h - — - -t- - — — -+■ 

i S 7 9 11 

8cc. Ainfi à l’infini en approchant toujours de fa valeur alterna- 
tivement en deflus 8c en defTous. 

* 173. Théorème V. Dans tou; triangle reflvigle ABC , /t 75. 
quarré B G cnnjlrut t fur l’hypothénufe tjl égal à la fomme iss quart es 
AD + AE , conjlrnits fur Us deux côtés. „ 

D e m. Par le point A , tirez la ligne A H parallèle à C G , 8c 
joignez les points A 8c G, A 8c Fs joignez encore les points D 8c 
B, C & E. Cela po r é , le triangle D C B= A C G (93 ) ; 
car l’angle en C eft égal dans chacun s puifquc outre un angle 
àF 1 

* Ce Théorème important eft appelle le Théorème de Pyugorc , parce que 
ce célèbre Philofjphc en eft l’jnvemcur. 
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la bafe & la hauteur ( 164 ). Donc deux triangles ou deux paralle- p j 
logrammes égaux ont leurt bafet enraifon inverfe de leurs hauteurs, & 
réciproquement. 

177. ConoiL.il. Lorfque deux figures S ,J , font fembla- 
bles toutes leurs dimenfions homologues font proportionnelles 
( iij). Donc B: b’.'. H '.h:; une dimenfion quelconque de 
la première , eft à une dimenfion homologue de la fécondé- 
Et par confisquent ( Alg. 11 S ) la proportion S 1 f . . BH 
devient S :/” B 1 : b 1 ” H 1 : h*. C’eft-àdire , que deux figures 
femblables font entr' elles , comme les quarrés des nombres , qui ex- 
priment leurs dimenfions hqmologues quelconques. 

178. Il fuit de là que fi fur les trois côtés d’un triangle rec- 
tangle A B C , on conftruit trois polygones femblables , de telle 7 ^* 
manière que les lignes AC, CB, B A , en foient des dimen- 
fions homologues , la lurface S de celui qui fera conftruit fqr 
l'hypothénule vaudra la fomme des furfaces P ■+■ Q des deux 
autres. Car défignant 1 hypothenufo par le nombre A , un cote 
par le nombre B & l'autre par le nombre C , on aura (177) 

f S : P : : A 1 : B* \ 

I S:q::ai ; ci J 

Donc ( Alg. 232 ) 2S : P -t- Q ; : 2A 1 : B 1 -J- C 1 

Ou bien S : P -+- Q : : A 1 : B 1 -4- C* 

Or , (17}) A 1 = B 1 -f- C 1 . Donc S = P -f- Q. 

17p. On peut déduire de là la quadrature des efpaces circu- 
laires , connus fous le nom de L unulles d’Hypocrate (* ). Car fi 
fur les trois côtés d’un triangle reétangle ABC, pris pour 77. 
diamètres, on décrit trois demi-cercles A L B , A E C , C D B , 
la furface de celui qui fera décrit fur l’hypothénule vaudra la 
fomme des furfaces des deux autres ( 178 ). Donc ce qui ne fera 
pas commun de part & d'autre fera égal ; ou bien on aura 
AECM + CDBL = ACB, c’eft-à-dire que la furface des 
deux lunullet circulaires fera égale à celle du triangle reüangle t 
fur lequel elles font çonfiruites. 


(*; Hypocrite écoit ua Géomètre Grec , connu par cette découverte. 
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FIG. 180. Théorème VIT. Dans un triangle rettnng'e A B D » 
78. le quarré formé fur l'hypothénufe ( qu’on défigne far AD 1 ) tjl aux 
quarrés A B 1 , B D 1 , formés fur les cités , conmme l'hypothénufe 
ejl à chacun de fes fegments A P , P D , Jormés par une perpendicu -1 
/a/Ve B P , abaijfèe du fommet de l'angle droit. 

D e m. Les triangles ABD, ABP,BPD, font fêmblablesî 
donc ils font comme les quarrcs AD 1 , A B 1 , BD 1 : d’ail- 
leurs ces triangles ont une même hauteur B P , donc ils font 
comme leurs bafes AD, AP, PD. Donc A D* : A B» : B D 1 
; ; A D : A P ; P D. 

181. CoRon. L’on conclura de là que les quarrés cons- 
truits fur deux cordes A B , A C , menées de l'extrémité d’un 

. diamètre AD, font entr’eux comme les portions correfpondantes 
du diamètre , lavoir A P , A Q , interceptées entre le point A 
, & les perpendiculaires BP, C Q , abaiffées de l’autre extrémité 

de ces cordes fur le diamètre. Car les triangles A B D , A C D, 

„ 1 / o \ fAB 1 : AD 1 :: AP: AD 

ctant rectangles ( «8 ) , on a ( ,80 )- { AD , ; AC , ■■ AD . AQ 

Donc ( ex xqualitate ordinata ) , . , -^AB 1 : AC 1 ” AP ; AQ 

182. Problème I. Réduire une figure reCliligne quelconque 
7 P* A B C D E à une autre d'égale furface, & qui ait un angle de moins. 

Sol. Suppofons qu’on veuille ôter l'angle C : pour cela 
tirés par les extrémités de fes côtés la droite D B : par le point 
C menez - lui la parallèle C F, jufqu’à la rencontre en F du 
côté A B prolongé , & tirés la droite DF. Je dis que le 
quadrilatère AFDE = le pentagone A B C D E. Car le triangle 
B G F qu’on a ajouté ell égal au triangle D G C qu’on a retran- 
ché j puifque les triangles B D F , B D C , étant égaux ( 97 ) , 
ce qu'ils n'ont pas de commun , favoir B G F , D G C , fera 
égal de part & d'autre. 

On peut par ce moyen réduire un polygone irrégulier quel- 
conque- à un triangle & en mefurer ainfi la furface. 

i8j. Problème II. Conjlruir» un quarré égal à deux ou 
à plufieurs autres quarrés donnés. 

Sa#* 
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Sol. Joignez les deux côtés , A B , B C , des deux qtiarrés F l G.- 
donnés , de façon qu’ils falfent un angle droit en B; & le quatre g 0( 
conftruit lur l’hypothénufe A C vaudra la fommc des quarrés 
conftruits fur A B &: fur BC( 17 j ). Si on vouloit un quarté 
qui en contint un de plus, on éléveroit fur l’extrémité de l’hy- 
pothénufe A C , la perpendiculaire C D égale au côté de ce 
troificme , & le quarré conllruit (ur A D vaudrait les trois quar- 
rés donnés : on procéderait de meme pour y ajoûter le quarré 
conftruit furDEjde forte que le quarré conftruit fur l'hypo- 
thénufe A E vaudrait la lomme des quatre précédons. 


CHAPITRE II. 

Des furfaces planes , confiièrces par rapport à leuri 
fofitions refpeclives. 

184. XJ" N E furface plane ou un plan peut avoir relative 
ment à d’autres plans , ou relativement à des lignes droites , 
tous les rapports de fituation que ces dernières admettent en- 
tr’elles ; & ces rapports peuvent’être définis ainfi qu'ils l’on dé- 
jà été en parlant des lignes. Ainfi un plan eft popendictilairc 
à un autre , lôrfqu’il ne penche d'aucun côté fur celui-ci , ôu 
bien lorfqu’il fait avec lui un ou deurt angles droits : il lui eft 
oblique , lorfqu’il penche plus d’un côté que de l’antre : & en- 
fin deux plans font parallèle t , lorfqu’ils ne fe rencontrent ni ne 
peuvent fc rencontrer , à quelque diftance qu’on les prolonge i 
ou bien encore lorfque lur l’un des plans , on peut cirer en plus 
d'un fens ( & par conféquent en tout fens ) des droites parai-: 
léles à d’autres droites , prifes lur l’autre plan. 

Il y a deux différentes maniérés de concevoir la formation des 
plans , ou bien en fe repréfentant qu’une ligne droite B C , le gy, 
meut le long deBA,teftamtoujours parallèle à eIle-méW;oü bien 

H h 


Digitizedby Google 



240 ' ' É L Ê M ENS'* 

G. que B G tourne fur le point B , faifant toujours un angle droit 
• avec A B. Dans ces deux cas l’efpace parcouru par la droite B C 
. fera évidement un plan ; mais dans le cas de la révolution de 
cette droite , ce plan fera terminé par une ligne circulaire (12). 

iS$. Théorème I. Une ligne droite qui a deux points G 
& D dans tin plan A B , eji toute entière dans ce plan. 

D e m. Car fur le plan A B prolongeons la partie C D de 
la droite en queftion jufqu’en E, & fuppofons qu’il y ait, 
s'il le peut , une autre partie D F de cette droite dans un plan 
fupérieur ou inférieur au plan A B. Alors la prétendue droite 
C D F aura plus d’un point commun avec la droite C E , fans 
fe confondre avec elle , ce qui eft abfurde ( 8 ). 

186. T hé or Ê m e II. Un triangle ABC ejl tout entier dans 
un même plan. 

D e m. Car fi une partie A D E B étoit dans un plan & l’autre 
partie DEC dans un autre , la droite A C aurait la partie 
A D dans le premier plan , & la partie D C dans le fécond , ce 
qui eft abfurde ( 185 ). 

187. T h É o R È m e III. La Jeflion commune de deux plans 
AB, DC, ejl une ligne droite « 

D e m. 1*. Cette fedion E F eft une ligne. Car autrement el- 
le aurait une largeur , & par conféquent un des deux plans au-r 
roit une épaificur , ce qui eft abfurde ( 2 ). 

2°. Cette commune feftion E F eft un ligne droite. Car au- 
trement par les points E & F communs aux deux plans , on 
pourrait tirer fur l’un la droite E H F , & fur l’autre la droite 
E G F ; & alors ces droites auraient deux points communs , 
favoir , E & F , fans fe confondre , ce qui eft encore abfurde 

(8> s • - ‘ • 

188. T » É o R Ê MF. IV. Deux ouplujieurs plans fe confondent 
lorfquilt ont trois points communs , pourvu que ces points ne foient 
pas en ligne droite. 

D e m. Car fi les trais angles d’un triangle aboutilfent à ces 
trois points , les plans renfermeront chacun ce triangle ; or , 
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( 186 ) un triangle eft tout entier dans le même plan ; donc r 1 
ces plans fe confondront en un feul. 

189. Corou. Il fuit de là i°. Que trois points qui ne font 
pas en ligne droite , déterminent la poiîtion d'un plan, i “. Que 
deux lignes qui fe rencontrent, peuvent toujours être miles lur 
le même plan. Qu'un point fixe & une ligne déterminée 
peuvent toujours être mis 'fur un même plan. 

190. Théorème V. Si uoe ligne A B tfl perpendiculaire à 
la fait aux deux lignes B C & B D , qui fe coupent , elle le fera au 
plan de ces deux lignes. 

D e m. Concevez que la ligne B C reliant toujours perpen- 
diculaire à A B tourne fur le point B: alors elle fe confondra 
fucceflivement avec B D 8c avec toutes les perpendiculaires à 
AB, qu’on peut mener autour du point B , telles que B E , 84. 
B F, 8cc. ou bien toutes ces perpendiculaires feront fur le plan 
tracé par B C. Donc puifque A B ne penche d’aucun côté par 
rapport à ces lignes ( 41 ) , elle ne penchera point par rapport 
à leur plan; ou bien elle fera perpendiculaire à ce pian. Or, 
celui-ci ayant fes trois points B , C , D , communs avec le plan 
qui contient les deux lignes B C, B D , fe confondra avec lui 
(188). Donc AB fera perpendiculaire au plan de ces deux lignes. 

19 1. Remarque. On pourra , par un raifonnement fem- 
fclable , prouver l’inverlê de cette proportion , (avoir, que 
fi une ligne AB efl perpendiculaire à un plan , elle le fera à toutes 
tes lignes B C , B D , B E , &c. qui , placées fur ce plan, viennent 
aboutir au pied de cette perpendiculaire. 

192. Théorème VI. Si la ligne A. Tu tfl l'interfedion commune de 8p. 
deux plant BEFA , BCDA , & que fur le même point P de cette ligne 

an élève detuc perpendiculaires P R , P Q , chacune fur un de ces deux 
■ flans , l'arc R Q , qui mefurera l’angle R P Q , formé par ces 
perpendiculaires , mefurera aujji l'angle formé par ces plans. 

D e m. Concevez d’abord qu'un de ces plans foit couché 
fur l’autre , 8c qu’ainfi la ligne P R foit couchée fur P Q: 
qu'enfuite l’un dés deux étant immobile , l’autre fade 
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FIG • une révolution entière fur la feétion commune A B , & qu’ainfi 
le point R décrive une circonférence autour du point P. Alors 
une partie quelconque de la révolution de ce plan fera à la 
révolution entière , comme l'arc Q R , décrit dans cette 
partie de révolution , fera à la circonférence. Donc l’arc 
8 ;. QR> par fon rapport à fa circonférence , exprimera combien 
vaut une partie de révolution de ce plan , ou bien l’angle plan 
quelle forme , par rapport à la révolution entière. Cet arc eft 
donc la mefure de l’angle plan , dans le même lens que nous 
avons pris ailleurs , un pareil arc , pour la mefure de l’angle 
linéaire. 

g/ ipj. Théorème VII. Si une ligne P p e/l perpendiculaire 
(tu plan A B , tous les pians qui la renferment , tels que C D , E F * 
&c. feront perpendiculaires au même plan A B. 

D e m. Si fur le plan A B & du point p on mène la ligne 
p R perpendiculaire à la feétion E e , & la ligne p S perpendi- 
culaire à la feétion C c , elles feront l'une & l'autre perpendi- 
culaires à P p ( ipi ) ; donc les angles PpR, P pS , feront 
droits j or , le premier mefure l’inclinaifon du plan E F fur 
AB, &c le fécond celle du plan C D fur A B ( ipi ). Donc ces 
deux plans font perpendiculaires fur A B ( 184 ), & il en feroit 
de même de tous ceux qui renfermeroient la ligne P p. 

IP4. Réciproquement, Si deux plant C D , E F ,fmt 
ZS. 

perpendiculaires à un iroijième AB, leur interfeêiion P p fera une 
ligne perpendiculaire à ce troiftème. Car tirant fur ce plan A B & 
du même point les droites p R , p S , les angles P p R , P p S > 
feront droits , parce qu’ils mefureront l’inclinaifon de ces plans 
fur le plan A B ( ipx ). Donc B p eft perpendiculaire fur les lig- 
nes p R , p S -, &r par conféquent ( ipo ) elle l’eft fur le plan de 
çes deux lignes, lequel eft A B. 

ipf. Théorème V 1 1 1 . Si deux plans parallèles AC,tfç, 
font coupés far un troijième E/, leurs interférions E F > e f > feront 
deux lignes parallèles. 

P e s:. Car fi çes deux lignes n’étoiçnt pas parallèles, en le s 
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mettant lur le meme plan E /, elles pourraient fe rencontrer ; F I „ 
& par cqnféquent les deux plans A C , ae , (c rencontreraient 
aufli. Ils ne feraient donc pas parallèles ( 184 ) j ce qui eft con- 
tre la fuppofition. • 

^Remarque. On voit aflfez par ce que nous avons 
dit ailleurs fur les lignes droites ( j8 ) , que fi deux plans pa- 
rallèles font coupés par un troificme , les angles correfpondants 
feront égaux entre eux, ainfi que les alterncs-internes & les 

altcrncs-externes ; & réciproquement. _ * 

197. Théorème I X. Si d'un même point P , prit hors de 

deux plans parallèles AB ,ab . on mène des droites PR, PS, 

PT, P V, à travers ces plant , elles deffineront fur chacun des 83 . 

figures femblables . RT , r t. 

D e m. Si l’on conçoit un plan qui palfe par les points R, S, P, 
il formera fur les plans A B , a b , les deux interférions paral- 
lèles R S , r s ( 19 j ) , ( par un femblable moyen on trouverait 
que S T & / t, T V te tu, V R & H r , T R & t r font parallè- 
les ) : on aura donc cette fuite de raifons égales ( 106 ) , R S : 
r / ’ * S T ; 1 1 "TR:ir; & par conléquent les deux triangles 
RST,r/», ayant leurs côtés proportionnels , feront (ernbla- 
bles ( 1 1 8 ). Donc l'angle S = s & de plus tous les côtés au- 
tour de ces angles feront proportionnels. Comme on peut taire 
le meme raifonnement pour les angles T&rt,V 8cu, R 8zr, 
on en conclura que les deux quadrilatères R T , r r , ont leurs 
angles homologues égaux , & leurs côtés homologues propor- 
tionnels 5 & qu’ainfi ils font femblables. 

' 198. Coroll. I. Si du point P on tire la ligne P Q per- 

pendiculaire aux deux plans , on aura toujours i Q : P <7 . . 

P T : P t :: T V:t u. Or ( 177) , V R S T : urst\: T V 1 j 
t H*. Donc V R S T : u r s t \ : P Q l : P q l ; c’cft-à-dire , que 
lesfurfaces de ces deux figures font comme les quartés de leurs défian- 
ces au point P. Or, les quarrés de ces dillances font dans une 
railon confiante par rapport aux deux plans immobiles A B , 
a b j donc quelles que folcnt les figurts dejinést fur ces phr.s pa 
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• rallilet & immobile! , par tes mêmes droites qui fartent d’un point 
fixe P , leurs furfaces font toujours dans le même rapport. 

199. C o r o l l. II. Deux angles TVR ,tur , qui ne font 
pas fur le même plan, font égaux, pourvu qu'ils aient leurs côtés 
homologues parallèles. Car ils peuvent être mis fur deux plans 
parallèles & devenir les angles homologues de deux ligures 
femblables (1 97). 

zoo. Problème I. D’un point P pris hors d’un plan AB, 
abaijfer une perpendiculaire à ce plan. 

St) l. Tirés d‘abord dans le plan A B la ligne indéfinie R r , 
g* dans un plan qui palfe par P & par Rr, abaiflès du point 
P la ligne P O perpendiculaire à R r( 64) : du point O , tirés 
dans le plan A B la ligne p O perpendiculaire à R r : joignés fur 
un même plan le point P & la ligne p O , & enfin du point P 
abailfés P p perpendiculaire fur p O j )e dis que cette ligne fera 
la perpendiculaire cherchée. 

Car fi par le point p on mène fur le plan A B , la ligne p Q 
parallèle à R r , elle eft perpendiculaire au plan P pO ; puifque 
fa parallèle R r eft perpendiculaire à ce plan ( 190 ). Donc Q p 
& O p , feront perpendiculaires à P p ; ou bien P p fera perpen- 
diculaire au plan des lignes Q p , O p ( 190 ) ; donc P p tom- 
bera du point P perpendiculairement fur le plan A B. 

zo 1 . P r o B l È m e II. Sur un point d , pris dans le plan B C 
élever une perpendiculaire à ce plan. 

Sol. D'un point quelconque E , pris hors de ce plan , abaif- 
lés la perpendiculaire E e , & après avoir mis lur un même 
plpn le point d & la perpendiculaire E e , tirés à celle-ci une pa- 
rallèle qui pafle par le point d ( 9Z ), & cette ligne d D fera la 
perpendiculaire cherchée. 

Z?i. Problème III. Par un point P mener des plans per • 
. fcndicttlaires au plan AB. 

Sol. abaiflès de ce point fur le plan A B , la perpendicu- 
laire P p , & tous les plans qui la renfermeront , feront per- 
pendiculaires au plan A B ( Z9j ). 
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io j. R e m a r q ù e. On voit par cette opération , que par FIG. 
un point fixe , on peut mener une infinité de plans perpen- 
diculaires à un autre plan j mais que de ce même point on ne 
peut abaiffer qu’une feule ligne perpendiculaire au même plan. 


SECTION TROISIEME. 


Des Solides. 


CHAPITRE PREMIER. 

Uotlons générales fur les Solides propriétés particuliè- 
res du Prifme. 

104. Défi- X T 

NiTiONS. I. O U S avons déjà dit ( i ) que par Solide ou 
Volume, on entend en Géométrie , l’Etendue confédérée avec Tes 
trois dimenfions , Longueur , Largeur , 8c Profondeur. De façon 
qu’une figure folide ne fera autre chofe qu’un efpace terminé 
en tout fens ; ou bien une étendue dans laquelle ces trois di- 
menfions feront limitées. Or , les limites qui terminent une 
étendue de tout côté , ne peuvent être que des furfaccs ; Si 
c’eft d'après le nombre & l’efpèce de ces furfaces que le folide 
prend différons noms. On lui donne , en général , celui de 
Polyèdre , quand il n’eft terminé que par des furfaces planes , 
ou bien des plans. S'il n’y a que quatre plans ou quatre faces 
qui le terminent ( & il ne fauroit y en avoir moins ) , on l'ap- 
pelle Tetraëdre ; de façon que le Tetraëdre eft le plus fimple de 
tous les folides. S’il eft terminé par y , 6 , 7 , 8 , &c. plans , 
on l’appelle Pentaèdre , Exaëdre , Epeaëdre , Oflaëdre , &c. 

20J. I I.Un polyèdre eft Régulier, lorfque les plans qui le termi- 
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FIG. nent font des polygones réguliers , égaux & Semblables ; & fi une? 
de ces conditions manque , il eft Irrégulier. 

206. 111 . Deux Solides font Semblables lorfqu’ils font ter- 
minés par un égal nombre de plans femblables. 

207 . 1 V- Le PriSme eft un polyèdre terminé par des plans , 
pp. difpofés de minière que les deux oppofés , comme A B C D É , 
F G H I K , font des polygones égaux , femblables & paral- 
lèles ; & que tous les autres , comme ABGF, BCHG, &c. 
font des parallélogrammes. 

zo8. V. Les BaSes du prifme font les deux faces oppofées & 
parallèles ,ABCDE , F G H 1 K , que nous avons dit être 
toujours égales & femblables. Les Arêtes font les droites pa- 
rallèles & égales , A F , B G, C H , &c. qui forment la com- 
mune feétion de deux faces contiguës. La Hauteur du prifme eft 
une perpendiculaire abaiflee d'une de fes bafes fur l’autre ( * ) j 
& fuivant que cette perpendiculaire eft ou n’eft pas parallèle f 
& par conféquent égale à chacune des arêtes , le prifme eft 
Droit ou Oblique. 

20p. V I. Le Parallèlipifède eft un prifme à fix faces paral- 
lèles deux-à-deux , & formant ainfi des parallélogrammes 
égaux Sc femblables. Si tous les plans ou toutes les faces qui 
terminent ce folide font des re&anglcs , il eft appelle Par allé - 
lipipcde re fl angle ; 8c fi outre cela ces plans font tous égaux , 
alors ils forment des quarrés , & le folide devient un Cube. 
On lui donne en particulier le nom de pied cube, de toiSe cube , 
&c. fuivant que chacune de fes faces eft un pied quarré , une 
toife quarrée , &c. 

210. Il y a deux manières de concevoir la formation du 
prifme. La première confifte à fe repréfenter des parallélogram- 
mes AF,BG,CH, DE, qur étant unis par leur longueur 

pr ’ ‘ ■ 

( * ) Quelquefois on prend pour bafe du prifme ta face fur laquelle le folide eft 
cenfé appuyé ; Sc alors fa hauteur ell une perpendiculaire abaillée du point le plus 
élevé du lolide fur celte face, 

aboutirent 
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aboutiflent à deux plans parallèles ABCD,EFGH, lelquels FIG. 
feront les bafes du prifme. La fécondé manière fe réduit à ima- pi. 
gincrtin polygone quelconque E F G H , qui le mouvant paral- 
lèlement à lui-même le .long d’une droite E A ( qu'on appelle 
pour cette railon la DireCîrice du mouvement )décrit un efpace fo- 
lide qui eft néceflaircment un prifme ( Z07 ). Si le plan généra- 
teur A B C D ell un cercle , le prifme prend le nom de Cylin- V x ' 
dre ; &c comme alors chaque baie a un centre , on peur joindre 
ces centres par une ligne droite , laquelle eft appellée l'Axe du 
Cylindre. Ce folide eft Droit ou Oblique , luivant que fon axe eft 
perpendiculaire ou oblique à les bafes. Quand le cylindre eft 
droit , on peut concevoir qu’il a été formé par le mouvement 
circulaire d’un reélangle A B C D , qui fait une révolution en- 
tière fur un de les côtés immobiles A B. Alors la droite C D dé- 
crit la furface convexe du cylindre , & les droites AD, B C, 
ainfi que des rayons de cercle , décrivent les bafes du cylindre. . 

ai 1. Demande. Nom demandons qu'on nous accorde que deux folide r 
fons égaux (y femblables, lorfqu'ils font terminés far un même nombre 
de plans égaux {y femblables. 

La vérité de cette demande ne lauroit être conteftie s puif- 
que dans ce cas les angles d'un de ces folides étant néceffuire- 
meni égaux à ceux de l'autre , les deux folides n’ont rien qui 
puilfe établir une différence quelconque entre eux. Ils peuvent 
donc être luperpofés, & ils font non-feulement femblables, mais 
encore égaux en tout. 

aia. Théorème I. Le Parallclipipède droit EFGH 1 KLM 
& le Parallèlipipède oblique ABCDEFGH , de mime bafe & de mê- 94 * 
me hauteur , font égaux en folidisé. 

Dm. Les prifmes ftiangulaires AIE B’K F , D M H C L G 
lont égaux ( ai 1 ) 3 donc fi 1 on retranche de chacun la partie 
commune D I N C K O , les reftes liront égaux 3 or , ces relies 
étant ajoutés au prifme E N H F O G forment d’un côté le pa- 
rallèlipipède droit , & dè l’autre l’oblique. Donc &c. 

^213. C 0 R 0 l t. Il fuir de la i°. Ç(uefans changer fa folidité , 

Ii 
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FI G. un parallèlipipède Mi que peut être réduit à un parallèlipipède droit 
de même bafe & de même hauteur ; & qu'ainlî on peut rendre (es fa- 
ces perpendiculaires à fes baies & par conféquent rectangulaires. 

2°. Que les bafes elles mêmes peuvent être réduites en rettangles i 
puifqu’on peut toujours les confidérer comme deux faces du 
folide. 

214 Théorème II. Quel que fois le parallèlipipède 
j t ABCDEFGH, droit ou oblique , les prifmes triangulaires 
ADCEHG,ABCEFGm feront les moitiés. 

D e m. Les deux lignes A* E , C G , étant parallèles ( 208 ),on 
voit d’abord qu’un même plan peut palier par les quatre points 
A , C , G , E , & devenir la feftion commune des deux prifmes 
triangulaires. Or ces deux prifmes (ont égaux ( 21 1 ). Donc cha- 
cun fera la moitié du parallèlipipède propofé ABCDEFGH. 

21 y. C o r o l l. Il fuit de là , que deux prifmes triangulaires , 
l’un droit & l’autre oblique , de même bafe & de même hauteur , font 
• égaux ; car ils font chacun les moitiés de deux parallèlipipèdes 
égaux (212). 

21 6. Théorème III. Deux prifmes triangulaires droits , de 
hauteur égale , font entre eux comme leurs bafes. Ou bien délignant 
ces (olides par P & p , leurs bafes par B & A , on a P : p ; ; B : é. 

P e m. i°. Si ces baies font commenfurables , fuppofons les 
divi(ées en parties égales à leur commune mefure : que la pre- 
mière contienne un nombre N de ces parties , tandis que la fé- 
condé en contient un nombre n j ce qui donnera B : b * ; N : n ; 
que fur chacune de ces parties égales on éleve des prifmes droits 
de même hauteur que P ou p r alors ces petits prifmes feront 
égaux de part d’autre ( 21 1 ) , & par conféquent leurs (ommes 
feront entr'elles ; : N ; n ;or, les foliditésP & p font comme ces 
fournies j donc 1". on aura P : p H N : n y.B: b. 

2 0 . Si les ba(es que je fuppofe repréfentées par les triangles 
pj. ABC, D E F , (ont incommenfurables , je dis qu’on aura la 
même proportion. Car (i cela n'étoit pas ainli , fuppofons que 

AB H étant plus grand que AB C,ou eût P :f AB H: DEF; 
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Prenons fur D E F une aliquote plus petite que A C H , & (up- FIG. 
pofons que A C G eft ce qu'il faut ajouter à la bafe A B G , pour 9 
pouvoir la mefurer par cette aliquote : dans ce cas A BG<AB H, 

& de plus elle eft comme#furable avec DEF. Défîgnant donc 
par Q le prifme droit, élevé fur A B G, par P celui qui eft élevé 
fur A B C , & par p celui qui eft élevé fur D E F , oh aura par la 
première partie du Théorème Q:f ;;ABG:DEF, tandis que 
l'on à (hyp.) P : p ’. A B H : D E F. Or , AB H>A B G. Donc 
P "> Q > ou bien la partie eft plus grande que le tout ; ce qui eft * 
ablurde. Donc , &c. - 

217 Coroli.I. Deux prifmer triangulaires obliques : ou bien 
l'un droit & l'autre oblique , de hauteur égale , font entre eux comme 
leurs bafe:. Car les prifmes triangulaires & obliques valant des 
prifmes triangulaires droits , de même bafe & même hauteur 
( 21 y ) , les uns doivent fuivre le même rapport que les autres. 

218. Coroll. II. Des prîmes de hauteur égale, foit droits fois obli- 
ques , ou bien l’un droit & l’autre oblique , qui ont pour bafes des po- 
lygones quelconques , font entre eux comme ces bafes. Car li ces poly- 
gones ont un égal nombre de côtés, comme ABCDE&jtt- 
d e , qu'on défigne par P le premier prifme & par p le fécond : 96. 
par P' , P", P " les prifmes conftruits fut les triangles ABC, 
ACD, ADE,8c par p' , p" , p" les prifmes élevés fur les 
triangles abc, ac d , a de , on aura (216); 

P' : P" : P'" ABC: ACD:ADE. 

Donc ... P:P';;ABCDE:ABC. 

de même . ..p :p‘ \\ a b c d e : t b c. 

*Or, ( 216). P' : p' :: ABC : abc. 

Donc ... P:p'C ABCDE:a 4 cdf, 

Si les bafes qu'on compare n’ont pas le même nombre de côtés, 
comme ABCDE,MNL, appellant Q le prifme élevé fur 
la fcconde & gardant pour l’autre les dénominations ci-dcifus , 
on aura : 

P':P":P'":Q:: ABC: ACD: ADE:MNL. 

Donc ... Pj Q : : A B C D E : M N L. 

Ii ij 
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PI & de to&t cela on conclura, que deux prifmes quelconques de bâfre *' 
égales de hauteurs égales , font égaüx en folidisé. 
i ïip. Èimarqu E.Le Corollairc.ainfi que le Théorème pré- 
cédent , fuppolent quen comparant les (olidités de deux prî- 
mes, on détermine leurs baies de la même manière dans chacun, 
c’eft-à-dire , en prenant une des deux faces égales qui s'y trou- 
vent toujours ( 10 7 ). Car fi dans deux prifmes triangulaires 
V 7 . ABCDEF,GH 1 KLM , on prenoit pour bafe du premier 
le parallélogramme ADFC; & pour baie du fecond,le triangle 
G H I : & que de plus les hauteurs prifes au-delfus de> ces bafes 
étant égales,le parallélogramme A D F C fut double du triangle 
G H I , les deux folides , loin d’être en raifon de ces bafes , 
feroicnt égaux entre eux. Car fi à chacun on en ajoûtoit 
un autre qui lui fut égal & femblable , ils deviendroient des 
paralltlipipèdes à hauteurs égales & à bafes égales j puifque 
l’une de ces baies feroit A D F C & l’autre G H I x 2. Ces pa- 
rallèlipipèdes feroicnt donc égaux (2i8)s& par conféquent 
( 21 4 ) , les prifmes triangulaires ABCDEF,GHIKLM, 
le feroicnt auflï. 

üo. Théorème IV. Des prifmes droits de mime bafe font 
entre eux comme leurs hausturs ; ou bien appellant les prifmes 
droits ABC GH 1 , ABCDEF, le premier P , & le fécond/, 

^ ' on aura P:p ”BH: p BE. 

D e m. i°. Si les hauteurs B H & B E font des lignes commen- 
furables , fuppofons-lcs divifées en parties égales , & que par 
chacune de ces divifions on coupe ces deux prifmes parallè- 
lement à la bafe commune ABC: dans ce ças ces levions ter- 
mineront des prilmes égaux , & le nombre de ceux qui feront 
dans P fera au nombre de ceux qui feront dansp 1 1 B H : B E , 
ou bien on aura P:p ;; BH: BE. 

2“. Si l’on n’avoit pas la même proportion lorfque B H & B E 
font incommenfurablcs, fuppofons qu'on eut P : p \ l B N : B E : 
ajoutons à B H la partie H L,qui la rende commenlurable avec 
B E, par une aliquote plus petite que H N : appelions Q le pril- 
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me A B c K L M , qui auroic B L pour hautes Cela pofé : FIG. 

Q:p :: B L : B E. ,58. 

Tandis que ( hyp. ) P : f I B N : B E. 

Or, B N > B L. Donc P > Q , ce qui cil ablurdc. 
mi. Remarque. Puifqu’un prilme oblique vaut m prilme 
droit de bafe égale & de hauteur égale ( *18 ),il elt aiftde voir 
que l'analogie du Théorème précédent s'étend à toute fo- tc de 
prifmes. 

*t*. C o R o l l. I. Dr/ frsfmet quelconques A B C D 7. F 
(fS- $3 ) Û- A B C D E Fl (fa. 99 ) > ° M dtt b *ï“ *S él * » 

fans être les trimes , font entr’eux comme leurs hauteurs. Car fi lui 
la bafe A B C on élève le prilme A B C K L M de même hau- 
teur que ABCDEFI, il lcra égal à celui-ci ( *r3 ). Or , le 
prilme A B C D E F .cil au prilme A B C K L M comme la 

hauteur B E cil à la hauteur B L j donc , &c. 

, il}. C o r o l l. I I. Puifque des prilmes quelconques à hau- 
teurs égales lont comme leurs baies ( n 8 ) , & que ceux qui ont 
des baies égales, font comme leurs hauteurs (22*), on en conclura 
( Alg. 137 ) qu'ils font entr’eux en raifon compofép de leuts ba- 
fes & de leurs hauteurs r ou bien que defignant le rapport de 
leurs bafes par celui des deüx nombres B , b s le rapport de leurs 
hauteurs par celui des deux nombres , H , h , & les deux prifmes 
par P & p , on aura toujours P:p;:BH: 4i 

114. 11 s'enfuit de là i". Que Ji dans deux prifmes Us bafes fons en 
raifon in ver fe des hauteurs, leurs foliditcs font égales, Réciproquement, 

Car lï B : b l * h : H , on aura B H = b h , & par conléquent 
P = p. Pareillement fi P = p , B H = b h, ou bien B : b [l h: H. 

21 y. 2°. Que deux prifmes femblables font entr’eux en raifon triplée 
eu comme les cubes des deux nombres , dont le rapport exprime celui 
des dimenfions homologues quelconques de ces folides. Car toutes lçs 
faces de ces folides étant des figures planes femblables ( 20 6 ) * 
leurs dimenfions homologues font proportionnelles entr’elies 
( 115 ) ; & par çonféquent proportionnelles aux hauteurs. Donc 
ici la raifon des bafes , ou bien B ; b , eid fompolée de deux rat- 
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FIG. Tons égales ( i tf );& fi on lui ajoute celle des hauteurs, laquelle 
eft H : h , on ^ra B H : b h , qui fera compofée de trois raifons 
égales -, & où vaudra par conféquent la raifon qu’il y a entre les 
cubes des iombres qui font les termes d'une de ces raifons , ou 
bien qui-xpriment le rapport de deux dimenfions homologues 
de ces ôlides. 

226 3°. Que fi p eft le prifme qu’on prend pou; unité de me- 
(urc /un autre prilme P, tandis que la bafe & la hauteur du pre- 
mier font les unités de tnefure pour la bafe 8c la hauteur du fe- 
tend , la proportion ci-defius ( 22j ) deviendra P : i 
Ce qui fignifie que fi l’on multiplie le nombre qui exprime combien 
de fois la bafe B d'un prifme quelconque , contient fon unité de mefttre, 
far celui qui exprime combien de fois la hauteur contient fon unité ■ 
le produit indiquera combien de fois le prifme P contient celui qui lui 
fort d'unité , ou bien il expofera fa valeur mefurée par cette unité-, ce 
qui s’énoncé ordinairement d’une manière abrégée , en dilanf» 
que la folidité d’un prifme quelconque tfl exprimée par le produit etc 
fa lofe multipliée par fa hauteur ( * ). 

217. Remarque. Il faut obferver ici qu’on prend ordinai. 
renient le cube pour la mefure des folidités , ainfi que dans les 
lurfuccs on ie fert du quarré. La raifon de ce procédé eft que le 
cube ayant fes trois dimenfions égales , la même unité de lon- 
gueur , favoir , l’arête du cube , fert pour les trois dimenfions du 
folide 5 ce qui eft plus fimple que fi chacune de ces dimenfions 
avoit fa meiure particulière , comme il pourroit arriver fi l’on 
prenoit un autre priime pour unité. 

D’après cela , fi l’on veut (avoir par ex. combien de pieds 
cubes font contenus dans un prifme , orf cherche d'abord le nom- 
bre des pieds quarrés qui font contenus dans fa baie , on le mul- 


( * ) Il eft inutile d’avertir que cette proportion doit être prife dans le feus de 
ce qui la précédé , & que cela fuffit pour faire difparoître l’abfurdiié qu’elle' 
- feir.ble ptéfentet d’abord, en difant qu'il faut multiplier ,un« futface par une ligna 
( Voyez la note d : la page z } a ). 
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tiplic par le nombre qui exprime combien il y a de pieds dans fa F I G. 
hauteur , & ce produit exprime le nonbre de pieds cubes que 
contient le lolidc meluré. 

228. Théorème V. La fur face latérle dêun prifme quelconque 
ABCDEFI droit ou oblique , efl expimie par le produit d’une 99. 
de fet arêtes A F multipliée par le contour l'une feflion a b c de , faite 
dans (e prijme perpendiculairement à fesarêtet, 

D e m. Puifque toutes ces arêtes Ion parallèles ( 208 ) , fi Tu- 
ne eft perpendiculaire au plan de la lotion , les autres le feront 
aùlti ; & par corféquent (191) les lignes a b t bc , c d , 8cc. 
quelles rencontrtront fur ce plan , front perpendiculaires à ces 
mêmes arêtes A F , B G , C H , ? c - ou bien fi celles-ci font 
prifes pour baies dans les parai! logrammes AG, B H , C I , 

&c. les autres en liront les J-auteurs. Donc la furface latéraie 
du prifme fera AF > 4 A T G X Ac-J-CH x c d - 1- &e ; 8c 
comme A F , B G , C H fo< des lignes égales ( 208 ) , on aura 
pour Texprelfion de la fur lce > A t X « 4 + A F X 4 r + A F 
X c d •+. 8ec. ou bier A ' X a b -+• b t -j-c d -+- &c. c’eft-à-direj 
le produit d’une artepar le contour d'une leétion perpendi- 
culaire. 

22p. B e m a r q e. Puifque les bafes d’un même prifme font 
des polygones égax > ayant meluré Tune par les méthodes 
ci-delfus ( 1(58 & ji ) , on connoît l’autre ; & alors pour avoir 
la furface entière u folide , il faut ajouter fa furface latérale 
à celle de les bals. 

230. Ç o r o l- Si le prifme eft droit , la feélion perpendi- 
culaire abc de fia égale à fa bafe, 8c chacune des arêtes vaudra 
la hauteur; don alors la furface latérale de ce folide fera exprimée * 

far le contour d la bafe multipliée ou par fa hauteur , ou par une 
de fies arêtes. <n voit qu’il n’en fauroit êt _ e «le même dans les 
prifmes obliques , jarre que dans ceux-là le contour de la fec- 
tion faite perpendiculairement à la longueur n’eft pas égaj 
à celui »_ i,afe. 

j:t. Remarqua H faut obfetver ici que le cylindre pou- 
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p j q vant être confidéré conme un prifme qui a pour bafe un po- 
lygone d'une infinité de côtés , tout ce que nous avons dit de 
I’ujî de ces folides , peut s'appliquer à l’autre ; & comme celui- 
ci a toujours un axe qui détermine fa longueur , on peut faire 
entrer l’expreflîon de cete ligne dans toutes les déterminations 
ou nous avons employé elle de l'arête du prilme. 
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CHAPITRE /I. 

t 

De Pyramide. 

ail. Défi- T 

mitions. I. f j A Pyramide tjl u,p 0 l y idre formé far la réunion de 
plufiturs triangles SOT, STRj'RQ^QPjSPO» dtfpo 
fes de manière que leurs bafes ferment t COH ) 0 itr d'un polygone O T R . 
QP ,& que tout leurs fommets aboutijj nl à*n même point S. Ce 
point eft appellé le fommet de la Pyranids tandis que le poly- 
gone O T R Q P en eft la Bafe. Si cette eft un triangle , on 
a une Pyramide Triangulaire ou bien un etraèdre ; fi elle eft 
un quadrilatère , un pentagone , un ex^one , &c. la pyra- 
mide eft appellée Quadrilatère , TentagonaL Exagonale , 8cc. 

23j.II. Une Pyramide eft Régulière , qu-id elle a pour baie 
un polygone régulier , & que en outre toute fes faces lont des 
triangles ifocelles & égaux j elle eft lrrégul r e quand une de 
ces conditions manque'. L' Apothème dans ur. pyramide régu- 
lière eft la perpendiculaire S X qui mefure * hauteur d’une 
de fes faces , & par conféquent de toutes les atres. l'Axe dans 
une pyramide , qui a pour bafe un polygone quiconque fimé- 
trique ou régulier , n’eft autre choie que U drote menée du 
lommet au centre de fa* bafe ; & ces pyramdes font ou Droitej 
ou Obliques ; fuivant que l’axe eft ou n’eft pas p*rr«>r.'ii- ul «ure 
a* plan de leur bafe. 

’- 34 * 
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154. III. La Hauteur d’une pyramide eft la perpendiculaire 
abaiffée du Commet fur le plan de fa bafe. 

ZJJ. I V. Si l'on fuppole que le cercle P R Q T eft immobile , 

& que la droite S P ayant un point fixe en S au-defius de ce Ior * 
cercle , fait une révolution entière autour de fa circonférence 
on pourra concevoir un lolide renfermé entre le plan circu- 
laire P R Q T ,& la furface convexe décrite par cette droite , • 

& ce folide fera un Cône. Il aura un Axe , favoir , la droite S C 
menée du Commet au centre de la Bafe , ou du cercle' P RQT j 
& fuivant que cet axe fera perpendiculaire ou oblique au plan 
de la bafe ; ou bien fuivant que la mobile S P fera toujours le 
même angle ou des angles variables avec ce plan , le Cône fera 
Droit ou Oblique. C'eft pourquoi on peut fe repréfenter le cône 
droit , comme un folide formé par la révolution d’un triangle 
redlangîe SCP, qui , reliant toujours perpendiculaire fur le 
même plan , fairoit une révolution entière fur le côté immobi- 
le S C. 

a j 6. Théorème I. Si une Pyramide eft coupée far des plant 
parallèles à fa bafe , les différentes feClions formeront des figures fem- 
blables à la bafe , & par conféquent femblablct entr'elles \ (x ces fré- 
tions feront comme les quarrés de leurs diftances au fommet. 

D e m. Car dans la même Pyramide les deux (estions ABCD , , oa . 
a b c d , ne font autre c’nofe que des figures deflinées fur des 
plans parallèles par des lignes droites S A , S B , S C , &c. me- 
nées du même point S. Elles font donc lemblables( ipy) ; & 
leurs furfaces font comme les quarrés de leurs diftances au fom- 
metS de la pyramide ( ip8 ). 

aj7. Coton. O11 conclura de là que fi deux Pyramides A B- 
C D S , D E F' S, de même hauteur & de différentes bafet,font cou- 101.& 
fées parallèlement à ces bafes à même di/lance du fommet, les deux ioj. 
ferions a b c d , AB C , feront entr' elles comme les bafes ABCD, 
DEF. Car appellant dans chaque pyramide fa hauteur H , 

& ladiftance de la feétion au fommet h , Ton aura d’un côté , 
ABCD;«écd::H l :A» i & de l’autre DEF: ABC;; 

K k 
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FIG. H 1 : A*. Donc AB C D:DEF;:«icil: ABC. 

238. T h k o r Ê m e 1 1 . Si l'on coupe une pyramide triangulaire 
10 3. D E FS , par un plan ABC parallèle à la face oppofée : I 9 . La 
petite pyramide ABCS qui naîtra de là fera fcmblable à la grande : 
2°. Si la fettion divife également les côtés de la grande pyramide 
aux points A , B , C , chaque face de la petite vaudra le quart de la 
face corrcfpondante de la grande. 

D e m. i“. La face A B C efl femblable à D E F' ( 236 ) : 
* en outre , la ligne A B étant parallèle à D E , ainfi que B C l’eft 
à E F , & A C à DF( ipjr ) , le triangle S A B eft femblable 
au triangle S D E , le triangle S B C eft femblable à S E F , 
& SACà SDF. Donc ( 206 ) la petite pyramide ABCS fera 
femblable à la grande D E F S. 

2 0 . Si les côtés S D, SE, S F , font divifés également aux 

.* 

points A , B , C , on aura ( 106 )AB = iDE,BC=^EF > 
A C = ^ D F. Donc ( 1 77 ) A B C = ^ DEF, & pour la même 
raifon SAB = ^SDE,SBC = |SEF,&S AC = ^SDF. 

■ Pr.dar ■ 

S ’f Donc, &c. 

f 239. Coïoii. On conclura de là que fi dans une Pyramide 
104. triangulaire A B D C (*)on fait deux feClions H I K, H G E t qui par- 
tagent également les côtés de la Pyramide aux points H,l,K,G,Ei 
on en retranchera deux nouvelles Pyramides HIKC, AEGH , 
femblables & égales cntr'tlles. Semblables , parce que chacune 
lera femblable à la grande ( 238 ) : 8: égales , parce que les faces 
H I K , & A E G , valant chacune £ A B D ( 238 ), feront éga- 
les entr'elles ; de même HIC & A E H valant chacune ^ 
ABC, feront égales ( il en eft ainfi des autres faces ). Et par- 


( *. ) On u’a point ombré cette Pyramide , crainte de coofulïon ; & il nous a 
paru plus commode de prendre pour Ta bafe la face AID, ce qui fuppofe le 
lomrnct placé en C, 
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tant les deux Pyramides H 1 K C,HGEA, étant terminées par un F I G. 
égal nombre de faces égales, feront elles-mêmes égales ( 21 1 ). 

140. Théorème 111 . Toute Pyramide triangulaire A B D C 
fi ut être décompofee en deux Pyramides AEG H , HI KC, égales , 104. 
femblables entr' elles & femblables à la grande , (y en dtux Fri fines 
triangulaires égaux BIF E H G , F D G 1 K H. 

D e m. Si les côtés de la Pyramide font divifés également aux 
points E, F, G, H , I , K : qu'on faite paffer une feétion par les 
trois points I, H, K , & une autre par les trois points H , E , G » 
on retranchera les deux Pyramides HlKC.AEGH égales , 
femblables entr’ellcs & femblables à la totale ( 259 Il s'agit 
donc de prouver que ce qui relie de la Pyramide totale , favoir, 

I K H B D G E , peut être décompofé en deux prifmes triangu- 
laires égaux. 

Or , cela eft ainfij car les triangles H I K, G F D, font égaux , 
puilque ( zj8 ) chacun ell le quart de A B D : ils font équian- 
gles , puifque chacun ell fcmblable à A B D ; donc leurs côtés 
homologues font égaux : en outre ( ipy ) H K ell parallèle à 
GD,IKàFD,lH àEB,& par conféquent à F G. Donc 
dans le folide I H K F G Dles deux faces triangulaires font éga- 
les , & les côtés de l’une parallèles & égaux aux côtés cor- 
refpondans de l’autre ; & par conféquent les autres faces font 
des parallélogrammes ( 91 ) , ce qui indique néccflairement un 
prifme triangulaire : comme il en efl de même des deux faces 
B I F , E H G , le folide qui refie , favoir , B 1 F E H G fera 
également un prifme triangulaire. Or , en prenant pour bafe 
du premier le triangle GFD ,& pour bafe du fécond le pa- 
rallélogramme B F G E, qui efl une de fes faces, ces folides ont 
même hauteur , & de plus la bafe de l'un eft un parailèloeram- 
me double de la bafe triangulaire de l’autre ( 90 ). Ils font donc 
égaux ( 2t9 ) j 8c par conféquent &c. 

241. Remarque. Il faut obfervcr qu’en décompofunt 
une pyramide triangulaire , ainfi qu’il ell iniiqué dans le Théo- 
rème précédent , une des deux Pyramides égales H I K G a 

Kk ij 
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FIG. néceflairement une face H I K commune avec un des deux prif- 
104. mes égaux , favoir , avec F D G H I K j & qu’ainfi en prenant 
cette face pour bafe dans ces deux folides , & la face parallèle 
A B D pour bafe dans la Pyramide totale, on peut dire (138) que 
chacun de cet folides à une bafe fout -quadruple de celle de la Pyra. 
enide dont Ht font tiret. Et comme le plan H I K ne peutipartager 
également les côtés AC, B C , D C de la grande Pyramide , 
fans divifer fa hauteur en deux parties égales , dont l’une me- 
fure alors la hauteur de la Pyramide H I K C , & l'autre celle 
du prifme F D G H I K , chacune de cet hauteurs fera la moitié de 
celle qu'a la Pyramide totale. 

242. T h É o R È m e IV. Une Pyramide triangulaire quelcon- 
que ejl le tien d'un prifme de même bafe & de même hauteur. 

Ç'eft-à-dire , que fi l’on déiigne par b la bafe de ce prifme & 
par h (a hauteur , ce qui donnera b h pour l'cxpreflîon de fa foli- 

dité ( 22 6 ) , on aura -J- b h pour celle de la pyramide. 

D e m. Si l’on décompofe la Pyramide donnée,& toutes celles 
qui naîtront de celle-là , ainfîqu'il eft indiqué dans le Théorè- 
me précédent , la première divifion donnera deux prifmes 
égaux & deux Pyramides égales : la fécondé , quatre prifmes 
égaux & quatre Pyramides égales|: la troifième , huit prifmes 
égaux & huit Pyramides égales , & toujours de même. En ou- 
re,un des deux prifmes & une des deux Pyramides, qui viennent 
de chaque décompofition , ont une hauteur fous-double & une 
bafe fous-quadruple de celle qu’a la Pyramide dont ils font ti- 
r és ( 241 & 238 ). Donc par la première divifion on aura un 
prifme & une pyramide qui auront chacun pour hauteur i h & 

pour baie i b. Donc ( 226 ) le prifme vaudra h X ^ b ou \ 
b h, & les deux prifmes enfemble vaudront '-b h. 

Parla fécondé divifion on aura quatre prifmes égaux , dont un 

aura fa hauteur exprimée par -A , & fa baie exprimée par 

4 

7^ b. Donc a lolidité fera exprimée par — b h , & celle des 


, 
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quatre enfemble par b h. 

Par la troifième divilîon on aura huit prifmes égaux , 8c un 
de ceux-là aura fa hauteur exprimée *ar £ h 8c fa bafe par ~~b. 

Donc fa folidité fera — b h ,8c celle des huit enfemble , —A /;.' 

S lz 6 4 

Et comme de pareilles divilions peuvent être réitérées , jufqu’i 
ce que l'excès de la Pyramide donnée fur la fournie de ces 
prifmes foit plus petit que toute quantité alfignabte, on pourra 
dire alors que cette Pyramide vaut la fomme de ces prifmes. 
Or , cette fomme étant rcpréfentée par la progrefiion géomé- 
trique décroilfante à l’infini ^b h , y ( b h , ~ b h , !>h ... . 

ou bien par b h (d -L .+. -L + -L- . . . ) cil ( Al g. zjS ) 


FIG. 


d b h. Donc l'exprclfion de la folidité de la Pyramide donnée 

fera \ b h -, tandis que ( iz6 ) celle de la folidité du prifme de 
3 .. c 
même bafe 8c de même hauteur fera b h-, ou bien la premier 

fera le tiers de la fécondé. 

14}. C o r o l l. I. Une Pyramide OPQRTS qui a four bafe ioo. 
un folygone quelconque efl donc \fe /Sert du frifme de même bafe & 
de même hauteur : ou bien Ja foliiidité fera exprimée dans tout les cas 
far le tiers du produit de fa bafe multipliée par fa hauteur. Les Py- 
ramides triangulaires OPTS,PTRS,PQRS, font cha- 
cune le tiers des prifmes triangulaires de même hauteur, élevés 
fur leurs trois baies ( 242 ). Donc la fomme de ces trois Pyra- 
mides , ou bien la Pyramide totale , fera le tiers de la fomme 
de ces trois prifmes , ou bien du prifme total ; 8c par conféquent 
( 22 6 )fa folidité fera exprimée par le tiers du produit de (a bafe 
multipliée par la hauteur. 

244. Coroli. II. Il fuit de là i°. Que les Pyramides qui 
ont des hauteurs égales 8c des bafes égales , font égales en- 
tr’elles , qu’elle que foit la forme de ces bafes. i°. Que celles 
qui ont des bafes égales , (ont comme leurs hauteurs. }°. Que 
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FIG. celles qui ont des hauteurs égales , font comme leurs bafes. 
4 J . Que celles qui ont les bafes en raifon inverfe des hatl- 
teurs , font égales & réciproquement, j°. Que celles qui font 
femblables, font entr’ellcs comme les cubes de leurs hauteurs ou 
de deux autres dimenfions homologues quelconques. Toutes 
ces conléquences font fondées fur ce que les Pyramides font 
le tiers de prifmes de même bafe & de même hauteur , & que 
ceux-ci admettent entr’eux tous ces divers rapports. 

245. S c h o l 1 e. Pour avoir la folidité d’une Pyramide tron- 
quée à baies parallèles , il faudra la completter , & foullraire 
la folidité du complément de celle de la Pyramide entière. Or , 
I01, puifqu’on connoît la bafe a b c d de ce complément a b c d S , 
il ne s’agit que de trouver fa hauteur S h , qu'on aura de cette 
manière. AB : a b ” S H : S h. Donc AB — a b : a b ;; S H — 
a b X H h 

5 h ou H h : S h =7-^ r • Connoiflant S h , en l'ajoutant à 

AB — a b 

h H on a S H ; & par conféquent on a la folidité de la Pyramide 
« b c d S qui fort de complément , ainlî que celle de la Pyra- 
mide totale ABC DS. Donc en louftrayant l’une de l’autre, 
on aura celle de la Pyramide tronquée ABCD ab c d. 

146. Théorème V. La furface latérale d'une Pyramide ré- 
gulière ejl égale à la moitié du contour de fa bafe multipliée par fan 
apothème. 

D e m. Cette furface e fl néceflairement égale à la fomme des 
triangles qui la compofent. Or , dans la Pyramide régulière 
l’apothème eft la hauteur commune de tous ces triangle (233) , 

6 leurs bafes forment le contour de la bafe de la Pyramide. 
Donc , &c. 

247. R e m a r q u e s. I. Si la Pyramide régulière ABCDS» 
étoit coupée à la moitié de fa hauteur par un plan parallèle à 
fa bafe , le contour ab c d de cette nouvelle feéfion feroit la 
moitié du contour de la bafe ( 106 ). On peut donc encore , pour 
avoir la furface de la Pyramide régulière , multiplier fon apothème 
par le contour d'une feélion moyenne , faite parallèlement à fa bafe. 

II. Si la Pirainide ell irrégulière , on ne fauroit mefurer fa 


» 
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v n r p 

llirface , ainfî qu’il eft indiqué dans le Théorème précédent , 
parce que les divers triangles qui forment fes faces n'ont pas 
tous la même hauteur. Il faut donc alors pour eftimer cette 
furface , prendre celle de chaque face triangulaire en particu- 
lier , & leur fomme fera la furface latérale de la pyramide. 

148. T h É o R È M e V I. Si l’en coupe une pyramide régulière 
far un plan a b c d parallèle à fa baje , la furface latérale du tronc 
ABCD a b c d fera égale au rtfte de l’apothème P p multiplié , ou 102. 
bien par la demi-fomme det cont 0 un des deux bafes AC, a c : ou 
bien par le contour entier d’une feftion moyenne & parallèle à ces 
bafes. 

D e m. Chaque fa Ct de la pyramide tronquée comme A b , 

B c , &c. forme un trapèze ; puifque A B & u i , B C &r b c • 

Src. font parallèles ( top ) s en outre , le refte de l’apothème , 
favoir Pp, mefure dans tous ces trapèzes la diftance des 
deux côtés parallèles. Donc le trapèze A b = P p x 


: le trapèze Bc = P p x 


B C -f- b C -ri 

, x ainii des 

2 


autres : d'ailleurs, à la place de la demi-fomme des côtés paral- 
lèles de ces trapèzes , on pourroit prendre les droites moyennes 
td parallèles à ces côtés ( 1 67) , lefquelles forment le con- 
tour d’une feéfion moyenne & parallèle. Donc la fournie de 
ces trapèzes ou bien la furface latérale du tronc , pourra être 
exprimée indifféremment , ou par la demi-fomme des contours 
des deux bafes multipliée par l’apothème , ou par le contour 
entier de la feéfion moyenne & parallèle , multipliée par cet 
apothème. 1 

20,0- Remarque. Puifque le Cône peut être confidérc 
comme une pyramide qui a une infinité de faces , ou qui a 
pour bafe un polygone régulier d’une infinité de côtés : & que 
d’ailleurs , ce que nous avons dit de la pyramide en général eft 
indépendant du nombre des côtés de fa bafe , il s’enfuit que 
tout cela peut s’appliquer au Cône j & que les mêmes rap- 
ports que nous avons trouvés plus haut , foit en comparant les 
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F I G. pyramides entr’elles , foit en les comparant aux prifmes , fe 
trouveront aufli en comparant les Cônes entr’eux , ou bien en 
les rapportant à des cylindres. 


CHAPITRE III. 

De la Sphère. 

îyo. Défi- TT 

mtions I. B j A Sphère ejl un folide dans lequel tout les points 
de la fur face font à égale diftance d’un point prit en dedans , qui ejl 
le centre du folide. Toute ligne droite qui traverfe la Sphère en 
paflant par le centre , en eft un Diamètre ou un Axe ; & la moi- 
tié de cette ligne qui mefure la diftance du centre à la furface,en 
eft un Rayon. 

2 j i. Pour fe repréfenter la formation de ce folide , il fout con- 
I0 j ce voir un demi cercle A B D C qui falfe une révolution entière 
fur fon diamètre immobile A D. Dans ce mouvement la demi- 
circonférence A B D décrira une furface convexe, dont tous les 
points feront à égale diftance du centre C , & qui par consé- 
quent terminera une Sphère ; & toutes les lignes comme EF, 
B C , menées de la demi-circonférence perpendiculairement à 
fon diamètre A D , décriront dans cette révolution des cercles 
( il)- 

k 2 J 2 . 1 1. On diftingue dans la Sphère des grands & des petits 
cercles. Les premiers ont pour centre le centre même de la Sphè- 
re 5 & les autres ont leur centre dans un autre point de ce folide. 
D’où il fuit que les grands cercles de la Sphère ont tous un 
diamètre commun puilqu’ils ont le même centre , & qu’ainfi 
ils font égauxjmais qu’il n’en eft pas de même des petits cercles. 

2 J j. 1 1 1. Si un plan pafle par le centre de la Sphère il la 
partage en deux parties égales , & chacune eft appellée un 
Hémifpkère. S’il paffe hors du centre , il la partage en deux- 

parties 


Digitized by Google 



de Mathématiques, ±6$ 

parties inégales , dont la petite eft appellée une Calote Sphèri- p j(j ( 
que -, & enfin lï deux plans parallèles coupent ce folide , la par- 
tie qu’ils interceptent entr’eux .'s’appelle une Zone. 

154. I V. Nous appelions Sphéroïde le (olide engendré parla 
révolution d’un demi-polygone régulier & fimétrique A D E- lQ ^ 
F G B , qui tourne fur un diamètre A B , mèift d'un angle à 
l’angle oppolé de ce polygone. 

Ijy. Théorème!. Si un Velygone. régulier & fimétrique 
■fait une révolution entière fur un diamètre A B mené d'un angle à 
l'angle eppofé , il décrira un Sphéro'ide , dont la furfact fera expri- 
mée par le produit de l’axe AB, multiplié par la circonférence du 
cercle inferit dam le polygone. 

D e u. Dans cette révolution les côtés contigus à l’axe, com- 
me A D , B G , décriront des furfaccs de cônes entiers , les cô- 
tés obliques à cet axe-, comme D E , G F , décriront des furfa- 
ces de cônes tronqués , & enfin les côtés qui lui feront paral- 
lèlès , comme E F, décriront des furfaces cylindriques. Or, cha- 
cune de ces furfaces doit être exprimée par le produit de la 
portion de l’axe qu’elle renferme , multipliée par la circonfé- 
rence du cercle inferit. 

r°. Du point X , qui eft le milieu du côté À D , foit tiré le ra- 
yon X C & la ligne X * perpendiculaire à A B &r parallèle à 
D L. Les triangles A D L , X C x , feront femblablcs ( 117). 
Donc AL: AD II X« : XC;ou bien les circonférences étant 
"comme le» rayons , AL:AD" cire. X x : cire. X C. Donc 
A L X cire. X C = A D X cire. X x. Or , A D X cire. X x =3 
la furface conique décrite par A D ( 146 ). Donc -cette furface 
— A L X cire. X C. 

i°. Du point H , pris au milieu de E D , tirés aufli le rayon 
H C , & la ligne H I perpendiculaire à A B & parallèle à E M. 

Les triangles femblables DEK,HCI(it7) donneront, D K 
ouLM:DE::HI:HC; ou bien L M : D E “ cire. H I : 
cire. H G. Donc L M X cire. H C = D E x cire. H I. Or , la 
furface du cone tronqué décriteîpar le côté DE, dt exprimé* 

L 1 
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F I G.par D E X cire. H I ( 247 ) ; donc elle le lera aufli par L M X 
cire. H C. 

3 0 . La furface cylindrique décrite par E F parallèle.à l'axe » 
eft déterminée, luivant ce que nous avons vu ( 230 ),par E F x 
cire. FR; ou ce qui eft le même, par M R x cire. P C. De 
forte que la (i^face de chacun des lolides qui compofent le 
Sphéroide , fera exprimée par Ta portion de l’axe qu’ils renfer- 
ment ^.multipliée par la circonférence du cercle inferit dans le 
polygone ; & par conféquent la furface totale du Sphéroïde 
aura pour expreffion le produit de l’axe entier multiplié par 
la circonférence de ce cercle inferit. a 

2j 6. C q r o l l. Si le polygone régulier a une infinité de 
côtés , il pourra être confondu avec le cercle inferit ( 144 ) » 

& par conféquent le Sphéroïde pourra alors être confidéré com- 
me une Sphère. D’où il luit que la furface de la Sphère aura pour 
expreffion , It produit de fort axe multiplié par la circonférence d'un 
defes grandi cercles. Ou bien appellant cette furface/. Ion 'axe 
a, la circonférence du grand cercle e, on aura /=«<■. 

257. 11 fuit de-là i°. Que la furface de la Sphère ejl quadru a 
pie de celle de fon grand cercle. Car celle - ci- ( 169 ) =a 

~ a X tandis que l’autre = a c. 

258. 2°. Qu ‘elle vaut la furface convexe du Cylindre circonfcrtt. 

Car la hauteur de ce Cylindre eft néceflairement le contour 
de fa baie eft c ; donc fa furface eft a c , ainlï que celle de 
la Sphère. 

2jp. 3“. Qu elle e/l à la furface totale du Cylindre circonfcrtt 1 1 
2:3. Car pour avoir la furface totale du Cylindre , à fa furface 
^onvexe exprimée par a c (230 ) , il faut ajouter celle de cha- 
que bafe exprimée par ^ a c ; ce qui donnera «c + -»cou *ac' 
Donc la furface de la Sphère fera à celle duCylindre “ a c : 

* «c II x : 3. 

ado.' Remarque. Par la manière dont on & trouvé la fur- 


N 
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fticc de la Sphère , on voit que celle d’une calotte , ou d’une, 
zone Sphérique quelconque , fpra déterminée en multipliant la 
portion de l'axe qu’elle renferme , ou bien fon épaijfeur , par la circon- 
férence d'un grand cercle de la Sphère ; & qu’ainlî les furfoces de 
deux calottes ou de deux zones différentes de la meme Sphère > 
(ont entr’elles comme leurs épaifleurs. 

x6x. ThéorÊmbII. La folidité de la Sphère a pour exprtf- 
fton le tien dt fa furface multipliée par fon rayon. 

‘Dim. Si l'on inferit un polyèdre dans une Sphère , la dif- 
férence de ces deux folides deviendra d’autant plus petite , que 
le polyèdre aura plus de faces s de façon que fl ce nombre 
de faces eft infini , la différence de ces deux folides fera nulle 
& la Sphère pourra être prife pour le polyèdre. Or , la folidité 
de celui-ci devra être «xprimée par le tiers du produit de (a 
• lurface multipliée par fon rayon. Car fl fur chacune de les 
faces on conçoit une pyramide qui a fon fommet au centre 
folide , & qui par conféquent a pour hauteur le rayon de la 
Sphère , la fomme de ces pyramides formera la folidité du 
polyèdre , & leurs bafes en feront la furface. Donc puifque 
chacune eft; exprimée parle tiers de fa bafe multipliée parla 
hauteur ( 14$ ), leur fomme , ou bien la folidité du polyèdre , 
le fera par le tiers de la furface de ce folide multipliée par fon 
rayon. Donc pareillement lîflolidité de la Sphère Ikc. 

z 6z. C o r o l l. Appellant donc la folidité on le volume 
de la Sphère v , fon axe a , fa furface / , celle de fon grand 

cercle /, on aura v = ~ a x^/f Or , f = 4 t. Donc v = 

V 

J 4 2. • • e 

-iX4<s:^«/= j a t. Ce qui prouvp que la folidhc de la 

Sphère peut encore être exprimée par In deux tien dt l'axe multi- 
plié par la furface d'un grand cercle. ■ y 

Or , fi l’on conçoit un Cylindre circonfcrit à la Sphère 8: un 
cône inferit dans ce Cylindre , le premier fera exprimé par as % 
& le fécond par ÿ a t. Donc ces trois foüde t , favoir , le cône , la 

Ll i; 
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Q' Sphère & le Cylindre , feront dans le rapport des trou nombres 
y a t, ~a s ,at: ou bien comme 1,2,3. 

263. Remarque. Puifque les Sphères peuvent être con- 
fédérées comme des polyèdres réguliers d'unednfinité de faces , 
on pourra toujours les prendre pour des folides femblables ; 
&: par conféquent leurs furfaces étant comme les produits de 
deux dimenfions proportionnelles , & leurs folidités comme 
les produits de trois de ces dimenfions , on pouYra dire qu,e 
les premières (ont entr'elles comme les quarrés , & les fécon- 
dés comme les cubes ou de leurs rayons , ou de leurs diamè- 
tres , ou des circonférences de leurs grands cercles , &c. 



SECTION QUATRIEME, 


De la Trigonométrie plane. 

CHAPITRE PREMIER. 

. Notions générales 6 * propriétés des Sinus j Tangentes &* 

Sécantes. 

264. D£fi- JT 

nition. I. S j A Trigonométrie plane ejl l'art de réfoudre un trian- 
gle rrüiligne quelconque , ou bien de déterminer la valeur de fet an- 
gles & de fes côtés. On l'appelle Plane , pour la diftinguer de la 
. Trigonométrie Sphérique , qui apprend à faire les mêmes re- 
cherches fur des triangles formés par des arcs de cercle , qu'on 
conçoit tracés fur la furface d’une Sphère. 

a£> y. Observation. Des fix chofes que préfente l’idée d’un 
triangle , favoir , trois angles & trois côtés , (i l'on n'en connaît que 
deux , il n'efl pas pojfible d avoir , fans indétermination , la valeur 
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des quatre autres. Puifqu’on trouvera toujours plufieurs , & quel-F I G. 
quefois même une infinité de triangles différens , qui prél'en- 
teront les mêmes données , & auxquels on pourroit indifférem- 
ment appliquer la même folution. Ainfï les deux cotés du 
triangle CBD étant égaux aux deux côtés- C D , C E , ou 107. 
CF, C G , de tout autre triangle différent , la connoiffance 
de ces deux côtés ne fauroit fervir à refoudre aucun de ces 
triangles en particulier. Celle de deux & même de trois angles 
laiffe la même indétermination ; puifque une infinité de trian- 
gles différens , tels que A B C , a b c , pourvu qu’ils aient leurs fî. 
côtés parallèles, doivent avoir leurs angles égaux. Enfin, fl l’on 
ne connoît qu’un angle A & le côté adjacent A B , une infinité 
de triangles différens A B E , ABD, ABC, & c. préfente- 
ront les mêmes données ; & fi le côté connu B C ell oppofé 109. 
à l’angle connu A , l'indétermination relie encore ; puifque fi 
du point C comme centre, & du rayon B C on décrit l’arc 
B D : qu’on en décrive un fcmblable du point D avec le ra- 
yon D C , du point E avec le rayon DE, les triangles ABC, 

A D C , A D E , &c. quoique différens entr’eux , auront tous le 
même angle A , & le côté oppofé à cet angle , égal. Il faut 
donc four réfoudre un triangle qu'on connoiffe trots des fix parties qui 
le compofent , & que dans ce nombre il fe trouve un côté. 

266. Définition! I. Le Sinus d’un arc ou de l'angle qu'il 
mefure , ejl la perpendiculaire abaiffée d'une extrémité de cet arc , fur 
le rayon qui pajfe a l'autre extrémité. Ainfi dans l’arc A B , fi l’on II0< 
abaiffe du point A la perpendiculaire A P fur , 1 e rayon B C, elle 
fera le finus de cet arc ou de l’angle A C B qu’il mefure. Le co- 
ftnus d'un arc ejl le finus de fon complément : ainfi A D étant le 
complément de A B , fon finus A O fera le cofinus de A B. Or , 
comme on a toujours A O = P C , il s'enfuit que le cofinus d’un 
arc vaut la partie du rayon comprife entre le finus le centre. 

167. Définition III. Le finus verje d’un arc efl la partie 
B P du rayon , comprife entre le Jînus & l’arc. On l’appelle finus 
vtrfe par oppofition à A P , qui efl appelle fmus droit. Le finus 


Digitized by Google 


2 6 % £ L Ê ht E N S 

Fl G- , 

* rerfe du complément d'un arc eft Ion cafintu verft , tel eil 
no. I> O par rapport à l’arc A B. 

K>8. C o r o l l. I. On conclura de la définition ci-deflùs , 
que le finus d’un arc ejl toujours la moitié de la corde qui fouteni 
un arc double. Car'puifque le finus A P eft perpendiculaire à C B, 

3 eft la moitié de la corde A G , qui l'outcnd l’arc A B G , le- 
quel eft double de A B ( y* & f 6 ) ( * ) ; d’où fl s'enfuit : 

26g. i°. Que les Jinus croijfens les arcs croijfane , jufqu'à ce que 
etux-ci font parvenus à po’ > . : qu’ils décroijfent enfuit; jufqu’à 180". , 
tr qu enfin le plus grand de sous les finus , favtir , celui de po* , 
vaut le rayon. Gar les cordes des arcs doubles croiflent depuis 
l’arc o jufqu’à celui de po° ; & alors cette corde eft la plus 
grande de toutes , puifqu’elle vaut le diamètte ; donc fa moi- 
tié , ou bien le finus de l’arc de po° , vaut le rayon. Mais de- 
puis po° jufqu’à 180’ , les cordes des arcs doubles décroiflent , 
S: à ce terme cette corde eft o. Donc les finus décroiflent aulfi 
depuis po tt jufqu’à i8o°i. 

270. 2°. Que le finus d'un angle ou d'un arc ejl égal à celui de 
mx fupplé, tient ; puifque la même corde A G foutend le double 

de Tare AB, & le double de fon fupplément A D E. 

271. j°. Que le cofinus d'un angle obtus B C Q , ou ce qui ejl te 
même , d’un arc B D Q plus grand que po° , e/î égal à celui de fit» 
fupplémens Q E ; puifque l’un & l’autre eft C R ( 2 66 ). Mais 
il faut obferver que relativement au centre C , le cofinus C R 
tombe du côté oppofé à celui où il tomboit lorfque l’angle B- 
C Q valoit moins de po“. Ainli (20 ) le cofinus d'un angle obtus 
e/? négatif relativement aux cofinus des angles aigus qu'il contient , 
mais fon finus ne l'cfl pas. 

( * ) C’eft d’après cette propriété que M. Godin , de l’Académie dei Sciences de 
Paris , a donné une Erhimologie très- vrai (Temblable du mot Si a mi. Le corde? , a- 
ï-it dit , s'appellent en Latin Infer! ft* , & les (inus étant leurs moiciés , ont 
être d'abord appelles Semijfes inferiptarum , qu'on a écrit par abréviation 
«ette manière S. Inf. On a enfuitc rapptoché ces deux abréviations qui ont fait 
le mot Smi , on lui a donné une terminaifon Latine’, 8c il en eft téfulté celui de 
Sinus. ( Voy. Ment. Hift. des Math. Addit. P. XXXtïl ) . 
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zji. C o R O LL. II. Dant un triangle reüargle le finut d’uwpjç, 
angle aigu qft le cojinut de l'autre ; puifqu'un de ces angles cil le 
complément de l’autre. 

»7j. Remarque. Si l’arc A B efl fi petit qu’on publie , 
fans erreur fenfible , le prendre pour une ligne droite, /o* fi- lll ‘ 
nui verfe B D vaut le quatre' de cet arc , diuifé far le diamètre 
B E. Car alors B A E elt un triangle rettangle en A ( 62 ) , & 
le fïnus A D cft une perpendiculaire abaiffée de l’angle droit 
fur l’hypothénufc. Donc ( 1*4) rrBDiBA: BE, ou bien 


174. D É r 1 K 1 T 1 o « IV. Si fur Pextrémité du rayon BC, 
qui termine l'arc AB , on élève la perpendiculaire B T , jufquà la 1 IO - 
rencontre du rayon prolongé CA, qui pajfe à l'autre extrémité du 
même arc , elle fera la tangente de cet arc AB, ou de l'angle A C B 
qu'il mefure. D S tangente du complément A D fera ta cotan- 
gente de ce même arc A B. 

C o r o l l. On peut conclure de cette définition % 

%7P. i # . Que dipuit o jufqu’i 90“ la tangente d’un arc augmente 
& fa cotangente diminue. 

3.76. 1°. Qu’à cet deux termet il n'y a point de tangente ; puifque 
dans un cas il n’yapoint d’arc;& que dans l'autre,le rayon étant 
parallèle à la tangente , tirée de l'extrémité de l’arc , il ne peut 
y avoir de rencontre entr'eux ( * ). 

177. î*. Qu'au delà de 9 o" plut l'arc ou l'angle augmente , plus 
fa tangente diminue y de façon quelle égale tottjourt celle de fon fup~ 
plément. Car pour l'angle obtus B C Q la tangente dBr . 
ainfi que pour fon fupplément BCG“,& plus l’angle BCQ 
devient obtus , plus le point t f e rapproche du point B. Il faut 
cependant bbferver qu’alors la tangente eft prife au-delfous du 


( * ) On dit communément que la tangente d’un arc de 5,0° eft infinie , tan- 
dis que nous difons ici que cet *rc n’en a aucune. Ces deux manières de t’txpâ. 
twtt , qui fembltnt ii oppoiïe» , ne U font cependant qu’en apparence. 
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FIG. rayon B C , tandis qu’elle étoit prife au-deflus , lorfqne cet 
lio. angle B CQ étoit aigu j &c qu’ainli un angle deverittnt obtus , la 
filiation de /a tangente f/7 oppofée à celle quelle avait , cet angle étant 
aigu. On voit allez qu’il en eft de même pour fa cotangente 
DV; & que plus l’angle B C Q devient obtus , plus cette 
ligne D V augmente. 

278. 4 0 . Q«f la tangente de 45° ejl égale au rayon. Câr alors le 
triangle B C T eft yzocelle , puifque l’angle en C étant de 45® , 
l’angle en T doit l’être auffi. Donc B T = B C. 

27p. Définition V. La fécante d’un arc A B netl autre 
chofe que le rayon C T , qui pajfepar une extrémité de cet arc , pro- 
longé jufqu'a la rencontre de la tangente BT, tirée de l'autre ex- 
trémité. - 

280. C o r o l l. i°. La fécante d'un arc ou d’un angle 0 eft 
donc égale au rayon.puifqu’alors le pointT tombe fur le point B. 
2°. Depuis l’arc o la fécante augmente & la cofécante diminue 
jufqu'à celui de po° , & là il cefTe d’y avoir une fécante ; puif- 
qu’il n’y. a plus de concours entre le rayon & la tangente. 
3°. Au déli de po° la fécante reparaît , pour décroître jufqu’à 
i8o 9 ,oùelle vaut encore le rayon. 

281. Théorème I. Dans tout triangle les Jintts des anglet 
font proportionnels aux cotés oppofés. 

Dem. Si l’on inferit le triangle dans le cercle, chacun de 
fes côtés fera la corde d'un arc double de celui qui mefure 
l’angle oppofé (68) : & par conféquent la moitié de chaque côté 
fera le finus de cet angle. Les divers côtés feront donc entr’eux, 
comme les finus des angles oppofés. 

282. T h é o r È m e ‘I I. Le Jinus d’un arc de 30" vaut la moi- 
tié du rayon de cet arc. 

Dem. La corde qui foutend l’arc de 60° vaut le rayon 
( 140 ) j donc le finus de 30° , qui eft la moitié de cette corde 
( 268 ) , vaut la moitié du rayon. 

283. Remarque Les cordes des arcs doubles n'étant pas 
proportionnelles à ces arcs ( 1 yo ) , les moitiés des arcs & des 

• cordes 
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cordes ne fauroient être en proportion. C ell pourquoi let Jinut F I G, 
de deux arcs ne font point entr’eux comme cet arct ; mais ih font 
plut grandi par rapport aux petits arct', que par rapport eux grand/. 

184. Théorème III. Pour un are quelctnque AB on « HO. 
ett deux proportion t j 

cof Ah : fin A B ; ; R : tang A B. 
cofA B : R : fee A B. 

D e m. Les triangles équiangles APC, TEC, donnent 
PC: AP :: B C: BT. 

PC:AC::BC;CT. 

Donc , 8cc. 

• Remarque. Nous verrons plus bas (tpi) que con- 
noiflant le finus d’un arc , on connoit Ton colïnus ; & par confé- 
quent on a, d'après le Théorème précédent, fa tangente 
fa fécante. 

288. C o r o u. De ce que l’on a 7* «/ A B : R : /w A B , 
on peut conclure que pour un autre arc N B , on auroit égale- 
ment r? cof N B : R : fec NB. Donc cof A B X fec A B =e= cof 
NB x/«NB,ou bien c of A B : cof N B ; ; fec N B : fec AB , 
ce qui exprime que les Cofinus de deux arct font en raifon invtrft 
de leur/ fécantet. 

287. Théorème IV. Le rayon Sun arc quelconque efl mo* 
yen proportionnel entre la tangente & la cotangente de cet arc. 

D E M. Les Triangles lemblables C B T , C D S , donnent 
BT: BC ; ; C D : D S , ou bien rr B A : R : cot B A. 

Cor^ll. Comme la même proportion aura Bpu pour tout 
autre arc B N , c'efl-à-dire , qu’on aura £7 tang B N : R : co/ 

B N , il s’enfuit que quels que foient les deux arcs B N 8e B A , 
on aura , tang B A x <-ot B A = rang B N X cot B N : ou 
bien , tang B A : tang B N ’. ", cot B N : cot B A } ce qui déügne 
que ht tangente t de deux arct font en raifon inverfe de leurs ta- 
tangentes. 

288. Théorème V. La fomme itt ftnut de deux arct efl à 
leur différence , comme la tangente de la demi-femme de cet arct efl 

M m 

« 
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« la tangente de leur demi-différence. 

11*. D e m. x°. Si l’on a les deux arcs B A , B D , dont les linus 
font A p , D P : que du point A on mène A c parallèle au dia- 
mètre B b , & qu’on prolonge D P jufqu’en G , on aura A p 
s= E P , DP=PG,BG=BD. Donc la fomme des deux 
finus fera GE, & leur différence D E j tandis que la fomme des 
deux arcs B A , B D , fera GA & leur différence A D. 

x°. Si du point c on tire les droites c D , c G , & que d’un 
rayon C c oit décrive l'arc d g , qui paffe au centre C des 
arcs donnés , l’angle A c G aura pour mefure a g ou bien 

j- A G ( 6j ). Donc a g = ^ A G , & pour la même raifon a d= 

^ A D. Par conféquent fi on fait paflfer au point a la ligne T * 

perpendiculaire fur le rayon a c , la partie a T fera la tangente 

de a g demi-fomme des arcs donnés , & la partie a t fera la 

tangente de a d leur demi-différence. Or , ( 106 ) G E : D E 

1 a T : a t. Donc la fomme des finus de deux arcs , 8cc. 

18p. C o r o l t. Si donc on défigne les deux angles d’un 

triangle par A , a : les côtés oppofés par C , c : leurs finus par 

_ » r A - 4 - a A — a 

S , t : on aura , S -f - 1 : S — t \ ; rang ; tang 

* 2 

Mais par ce que nous avons dit plus haut ( 281 ) S ; ; C : c, 
ou bien S ■+• / : S — r I ; C c : C — c. Donc en (ubftituant 

on aura , C -f- c : C — c ; : tang A+ ‘ l : tang à ? } c ' e ft_à _ 

Z Z 

dire , que la fomme de deux côtes d'un triangle quelcQque ejl à 
leur différence , comme la tangente de la demi-fomme des angles op~ 
fofés à ces côtés , ejl à la tangente de leur demi-différence. 

*po. Théorème VI. Dans tout triangle reftangle on a 
ces deux proportions : i®. Le rayon ejl au finus d'un des angles aigus , 
comme l'hypothénufe e(l au côté oppofé à cet angle : 2°. Le rayon ejl 
à la tangente d'un des angles aigus , comme le côté de l'angle droit 
appartenant à cet angle aigu , ejl à l'autre côté de l'angle droit. 
Dem. i°. Les finus des angles d’un triangle étant propor-. 


c . 
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tionnels aux côtes oppofés ( z8i ) , on a ici : le finus de l’angle FIG. 
droit ou le rayon ( z 69 ) eft au finus d[un angle aigu , comme 
l’hypothénufe cil au côté oppofé à cet angle. 

z°. Dans le triangle rectangle A B C , fi du point C & d’un iij. 
rayon C A on décrit l'arc A a , il eft évident que A B fera la 
tangente de cet arc ou de l’angle en C. Donc R : tang C l 1 
A C : A B. 


z?i. B a o b l è u B I. Connoijfant le finut d’un arc , trouver fon 
cofinut , & réciproquement . 

S o l. Le finus A P & le cofinus P C font toujours les deux 1I0> 
côtés d'un triangle reélangle , dont le rayon A C eil l’hypothé- 
nufe. Donc on a ( 17$ ) P C = V AC 1 — AP» , & A P = 

V AC 1 — P C», ou bien connoiflant le finus d’un arc, pour avoir 
le cofinus , il Jaui foujlraire le quarré du finut de celui du rayon , Ô* 
prendre la racine quarrée du rejle. Et connoijfant le cofinus , pour 
avoir le finut , il faut foujlraire le quarré du cofinut de celui dura - 
yon & prendre la racine quarrée du rejle, 

z^z. C o r o l l. En fouftrayant la valeur du finus ou du 
cofinus du rayon , on a le cofinus verfe ou le finus verte j donc 
de cet quatre chofet : le finut , le cofinut , le finut verfe , le cofinut 
verfe ; fi l’on en connoit une , on connott toutes let autret, 

zÿj. Problème II. C onnoijfant le finut d'un arc A D B , ^ 
trouver celui de fa moitié A D. 


S o l. Le triangle reétangle A B P donne A B =V AP l -t-PB l $ 


V AP» 


P B». 


donc ou bien fin AD 

z ^ 

Z94. Problème III. Connoijfant le finut d’un arc BD, 

trouver A P finus d'un arc double A D B. 

Sol. Le rayon C D étant perpendiculaire à la corde AB, 

les deux triangles B AP, BCQ, font re&angles & fembla- 

bles. Donc on a, B C:CQ ”BA:AP = — — - , c’eft-à- 

dirc , que le finut d'un arc double d’un arc donné , vaut le cofinut 

Mm ij 
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FIG. de celui-ci , multiplie' par U double de fon finut , & divifé par U 
rayon, 

Uf. z 9f Problème IV. Connoiffant les finut de deux arct BD, 
DE, trouver le finut & le cofinut , tant de leur fomme que de 
leur différence. 

Sol. i°. Si l'on prolonge le finus P E jufqu’en A , l'arc A D 
e= D E , & par conféquent la différence des deux arcs donnés 
fera B A , dont le finus cil AH; tandis que leur fomme fera 
B E , qui a pour finus EF. Or , pour trouver l’cxpreffion de 
ces deux lignes , qu'on tire d’abord P p , A a, parallèles au 
rayon BC:PQ perpendiculaire à ce même rayon , & l'on aura 
V Q. = pF -"Ep = p a( iox)j puiique E P = P A. De plus , le 
triangle P Q C fera femblable au triangle D G C j & par con- 
féquent DC:DG;:PC:PQ; ou bien , R : fin BD y, cof- 
nr. n i fin B D X cof D E 

D E : P Q = ^ • Le triangle E P p fera fem- 

blable au triangle D GC ,& l’on fuira DC:GC “EP.-Epj 

ou bien R : cof BD y fin D E = E p = ■ /" P E X co/B P ' .. 

R 

Donc pour exprimer à la fois P Q -f- E p , ou E F finus de la 
fomme :&PQ— • E p , ou A H , finus de la différence des deux 

arcs , B D , D E , on -„r /" B D Xca ^ D E±J1 " D E * c ° fB P - 

R 

a». Pour trouver les cofinus F C , H C , les triangles P Q C , 

D G C , donnent DC:GC;;PC:CQ= G C X P C = 

DC 

cofB D x cof D E 

r • les triangles E P p , D G C , donnent 

DC:DG:*EP-P« = D G x E P _ finBD x fin D E. 

r D C R 

Or , C F , cofinus de la fomme des deux Arcs B D , D E , vaut 

G Q P P J & C H cofinus de leur différence vaut C Q -+- P p , 
puifque P p =5 Q b = Q H(ioa).Donc le cofinus de la fomme & 

cof BD x cof DF.+rtnBDx finDE. 


de la différence de ces arcs fera* 


R 
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CHAPITRE II. 


De la réfolution de toute forte de triangles reclilignes. 

»fii. P O U R réloudre les triangles re&ilignes , on a d'abord 
cherché à connoître 1 es finus qui répondent aux divers angles > 
afin d'en pouvoir conclure la valeur de ces angles. Pour ce la on 
9 fuppofé que le rayon d'un cercle quelconque fut divifé en us 
très-grand nombre de parties égales , p. ex. en 100000 , & l’on 
a fixé tantôt exactement , tantôt par approximation , combien 
de ces parties font renfermées dans le finus d'un angle donné 
quelconque. On a conltruit des tables à plufieurs colonnes, dont 
l’une contient les diiférens arcs en degrés & minutes ; & dont 
les autres contiennent les finus , tangentes & (écantes de ces 
arcs , calculés d’après la valeur convenue du rayon des tables. 

Par ce moyen dès qu’on connoît un arc , on trouve vis-à-vis Ion 
finus j & réciproquement , connoilfant un finus , on voit à quel 
arc il répond. Mais comme les grands nombres qui entrent dans 
ces calculs, étoient très-incommodes pour les multiplications & 
les divifions , on a mis à côté leurs Logarithmes , par le moyen 
dèfquels cos opérations fe changent en de fimples additions 3 c 
fouftraétions. Les problèmes fuivants en fourniront divers 
exemples. 

X97. Problème I. Mtfurer un an%lc. 

Sol. Pour mefurer un angle , on emploie le Graphomètre on 
le Rapporteur , fuivant que l’angle eft décrit ou fur le terrein on 
fur le papier. 

Le Graphomètre eft un demi-cercle A D B , dont la circon- u$. 
férence eft divilée en degrés , & dont le centre C porte fur un 
pied C P , de façon que le plan de l’inftrument eft mobile en 
tout fens. Un de les diamètres A B eft fixe , & l’autre £ F (qu’on 
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appelle Y Alidade ) eft mobile fur le centre C. Ils portent cha- 
cun a leurs extrémités des Pinnulet , qui ne (ont autre choie 
que de, plaques de cuivre , élevées perpendiculairement lur ces 
diamètres , & percées d'un petit trou ou d’une petite fente. Si 
l'on veut melurer fur le terrein un angle M C N , on s’alfure par 
le moyen d’un aplomb , que le centre de rinftrument répond 
au fommet de l'angle , on le rend parallèle au plan de cet an- 
gle , & puis ayant vifé à travers les pinnules A & B , un piquet 
élevé fur le point N , on tourne l’alidade E F , jufqu’à ce qu’on 
voie , à travers fes pinnules , un autre piquet , placé fur le point 
l/l ; alors le nombre des degrés , qui fe trouvent^dans l’arc B F , 
détermine la valeur de l'angle M C N. 

Le Rapporteur eft un demi-cercle AFB, divile en fes de- 
grés , dont on le fert , ou bien pour mefurer un angle DCE, 
tracé lur le papier , ou bien pour lever un angle connu , tracé 
fur le terrein. Dans le premier cas on place le centre de l'inl- 
trument au (ommet de l'angle , Ion diamètre AB, fur l’aligne- 
ment d’un côté CE, & le nombre des degrés contenus dans 
l’arc B G , donne la valeur de l’angle. Dans le lecond cas , on 
prend l'arc B G du même nombre de degrés que l'angle donné , 

& ayant marqué fur le papier les points C , B , G , on tire les 
droites CB, CG, qui forment l'angle B C G , égal à celui 
qu’on veut lever & rapporter fur le papier. 

298. Problème II. ConnoiJJant iam un triangle quelconque 
un côté ir deux angles , trouver le troificme angle & les deux au~ 
tres cités. 

Sol. i*. Le troifième angle eft évidemment connu , puifqu'il 
eft le fupplément des deux autres ( 78 ). 

z°. Dès qu’on connoît les trois angles du triangle A B C,avec 
un côté quelconque A B , on a les deux autres côtés A C , B C, 
par les proportions fuivantes : 

fin C : fin B ; J A B : A C. 

fin C : fin A : : A B : B C. ' V 

1 99. Problème III. Etant donnés deux côtés & un angle i 
trouver tout le refie. 
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Sol. Ou bien l'angle connu eft renfermé entre les côtés con- FIG* 
nus , ou bien il eft oppofé à l'un deux. 

Premier cas. Si dans le triangle ABC, on connoit (cillement it8. 
l’angle B , &: les côtés B A , B C , qui le forment , on cher- 
chera d’abord la valeur des deux autres angles A & C , dont on 
connoît la Comme ( 78 ) , par cette analogie ,AB + BC:BA 

— B C :: rang A : ung ^ — — , dans laquelle les trpis 

premiers termes étant évidemment connus , le quatrième fera 
trouver la tangente de la demi-différence des deux angles A & 

C ; & par conféquent la demi-ditférence de ces mêmes angles. 

Si donc on l’ajoûte à la demi-fomme , on aura le plus grand an- 
gle C qu'on connoîtra , parce qu'il (era oppofé au plus grand 
côté donné B A ); & fi on l’en fouftrait , on aura le plus petit A. 

Tous les angles étant connus , pour avoir le côté inconnu A C, 
on dira , fi» A : fn B ; ; B C : A C. 

Serond car. Si l’angle donné A eft oppofé à un des côtés con- 
nus B C , on cherchera d’abord l'angle C , en faifant, B C : B A 
” fi» A :fim C j ce qui donnera la valeur du finus de l’angle 
C , ou bien cet angle lui-même , par le moyen des tables. Les 
deux angles A & C étant connus , on aura le troifième B , qui 
fera leur fupplément , & alors le côté inconnu A C le trouvera 
en difant .fin A : fin B ” B C : A C. 

joo. Remarque. Il faut oblèrver ici que dans ce fécond 
cas , l'angle C n’étant connu que par fon finus , & la même va- 
leur de finus appartenant , foit à l'angle aigu C, foit à l’angle 
obtus A D B , qu’on fuppofe fupplément du premier , le même 
calcul doit fe rapporter indifféremment à ces deux angles , & 
par conféquent aux deux triangles A B C , A B D. Cela indi- 
que qu’alors le problème a deux folutions , & que l’état de la 
queftion doit indiquer celle qui convient au cas dont il s’agit , 
en taifant favoir fi l’angle oppofé au côté A B eft aigu ou 
obtus. 

301. Problème IV. Connoifiant Ut trou côtét du triangle 
ABC, trouver fit trou onglet» 
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FIG. Sol. Si A C eft le plus grand côté , on eft afluré ( 81 ) que 
n8. B eft le plusjjrand angle ,& qu'ainfi la perpendiculaire BP tom- 
bera au-dedans du triangle ( 8} ). On a donc cette proportion 
( i ), AC: AB + BC “AB — BC:AP — PC, par la- 
quelle on connoîtra la différence des deux fegments A P , P C 
& comme on connoît leur Comme A C,on aura (/4/g. 3x7) la va- 
leur de chacun en particulier. On pourra donc réfoudre letrian- 
gle reélanglc A B P (199) , puilque , outre l’angle droit , on 
connoîtra (es deuxcôtés A B & A P ; & l’on aura 1 angle A , le- 
quel étant connu , le triangle donné ABC fera réfolu par le 
problème précédent. 

301. Remarqué. On voit alfez que pour connoître la 
différence des deux (egments A P , P C , il n’efl pas nécefiaire 
dans la pratique , dabaiffer la perpendiculaire B P , mais qu’il 
luffit de faire cette proportion : le flut grand côté ejl à la fom- 
me des deux autres , comme leur différence eft à st , dons la valeur 
fera la différence des fegments. 

Nous allons rapporter ici quelques exemples , auxquels on 
fera l’application des problèmes précédents. 

303. Exemple I. On demande de trouver la di/lance de deux 
U?.*’ endroits A &B , dont on peut approcher. 

Sol. Ayant choifi une Ration commode en C , mefurés d’a- 
bord l’angle A C B , puis les côtés AC, B C j & réfolvant le 
triangle A B C ( 199 ) » dans lequel vous connoiffez deux cô- 
tés & un angle , vous trouverez le côté inconnu A B. 


Suppofons. 


ce qui donnera 


{ 

I 


A C = 60 Toiles 
B C = 86 T 
C = J7° 


A C -4- B C = 146 T. 
A C — B C = 16 T. 

A B ■ = 6 i° 30' 


Donc ( A Ig. 188 ) Log 146. Log x 6 log ttH £ 6l *’ J®'* Lo & ,an & 


/ 



log 
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Log 146 . . 
Log 26 . * 
Log long 6l° 


Donc 


. A — B 

Log tang 


. . = 2. 1641529 
. . = I . 4X49711 
30' = 10. 2612156 


= 9. 5152560 & 


A — B 

partant - — ■" 


s*= 18 V. 

Or , A > B , donc A = 79’ 39' 8c B = 43° 2 1'. 

On a donc ( 281 )ftn 79* 39' : fin 57 0 ” 86 T : A Bj 


FIG. 

119. 


{ Log fin 79 0 39' =9. 99187^3 
Log fin 57 0 = . . 9. 92359 14 
Log 86 = 1. 9344984. 


Donc Log A B = 1. 8652145 , 8c partant A B = 74 T . 

204. Exemple II. On demande la diflanct de deux pointe 
A & B , dont un feul A eft accejftble. 

S o l. Ayant choifi pour ftation le point C , d’où l’on peut 
découvrir les points A & B , mefurés l’angle C , l’angle A , & 
le côte AC; on conclura de là l’angle B, 8c l’on établira cette 
proportion pour avoir le côté A B. 

fin B : fin C \ : A C : A B. 

{ C = 64° 

A = 8o° , 8c partant B = 36“ 

A C= 236*. 

{ Log fin 16' =9. 7692187 
Log fin 64° = 9. 0536602 
Log 236 . . . = 2. 3729110. 


Donc Log A B =e 1. 6571515 j 8c partant AB = 45 T . 

205 . Exemple III. Mefurer la dijlance de deux lieux inac ■» 
cefliblet A & B. 

Sol. Ayant mefuré une bafe E D , telle que de fes points 
E, C, D,on puilTe voir A 8c B, prenés enfuite du point C 
les angles A C B , ACE, d’où vous conclurés la valeur de 
leur fupplément B C D : prenés la mefure des angles E 8c D , 
ainfi que des côtés E C , C D j 8c vous connoîtrez dans chaque 

N n 


Se-: 

> 
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FIG, triangle A E C , B D C , deux angles & un côté ; ce qui fuffit 
pour avoir les deux côtés A C , B C. Donc dans le triangle 
ABC, outre l'angle C , vous connoîtrés les deux côtés qui le 
forment , ce qui fuffira pour avoir le troifième côté A B. 

206. Exemple IV. O» demande de trouver l’élévation per- 
IÎO. P* w d/c«/<j* 7 e d'une montagne au-ieffu: de la ligne horizontale A B. 

Sol. Ayant choifi deux dations commodes A & B , d’od 
l'on puifle voir le lommet S , & ayant meluré à la toife la bafc 
A B , prenez la valeur des angles SAB, SBA, & vous au- 
rez le côté SB ( 19 8 ). Celui - là étant connu , prenez l'angle 

5 B E, dont le côté BEell horizontal , & alors dans le triangle 
reélangle S B E, vous connoîtrez l’angle aigu en B , l’angle droit 
en E , & l’hypothénufe S B. Il fera donc aifé de le réfoudre & 
d'avoir le côté S E , qui eft la hauteur de la montagne. 

207. Exemple V. Trouver la hauteur d’une tour , ou d’un 
objet quelconque , élevé perpendiculairement fur l’horizon , fait qu'on 
puijfe ou qu’on ne puiffe pas en approcher. 

ltI S o l. i*. Si la tour A B eft acceflïble, melurez (ur une ligne 
horizontale , la diftance C F du pied de la tour à un point F , 
que vous choifirez de façon que l’angle en F foit à peu près 
de 4f° : prenez cet angle , & dans le triangle reéiarçgle ACF, 
vous connoîtrez , outre l’angle droit en C , les deux angles ai- 
gus en F & en A ; ce qui fuffit pour trouver la valeur du côté 
A C , auquel ajoûtant la hauteur de l'inftrumentiF G , vous 
aurez la hauteur entière de la tour. 

2 0 . Si la tour eft inacceflible , choififlez deux dations en D 

6 en F , telles que les angles DAF, FAC, ne foient pas 
trop aigus : prenez la valeur des angles en F , & de l’angle en 
D , ainfi que la longueur de la ligne D F : & alors connoiffant 
un côté & deux angles du triangle D AF, vous aurez la va- 
leur de F A. Celle-là étant connue, on a dans le triangle reûan- 
gle F AC , l’angle en F , l’angle droit en C , & l’hypothénufe 
F A , ce qui fuffit (199 ) , pour trouver le côté AC, qui eft 
la hauteur de la tour. 
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CHAPITRE PREMIER. 

i 

De la Théorie des lignes Courbes en général. 

208. T O U T E S les Courbes qu’on peut décrire fur un plan, FIG. 
font ou régulières ou irrégulières. On appelle régulières , celles 
qui font décrites fuivant une loi confiante & uniforme , telle eft 
par exemple la circonférence du cercle, qui eft décrite fuivant 
cette loi , que chacun de fes points eft à égale diftance du 
centre. Les courbes irrégulières font celles qui ne font aflujet- 
ties à aucune loi , tels font les traits qu’un Ecrivain trace au 
hazard fur le papier. Ces fortes de courbes ne fauroient être 
l’objet de la Géométrie. 

Defcartes imagina le premier de déduire de la defeription d’u. 
ne courbe régulière une équation indéterminée , qui exprimât 
la loi , fuivant laquelle la courbe eft décrite , ou du moins qui 
en fut une conféquence néceffaire 5 & cette équation devant 
défïgner une propriété qui convint indiftinélement à tous les 
points de la courbe, il l’appella l'équation de la courbe. Réci- 
proquement', ayant une équation indéterminée quelconque , ce 

même Géomètre chercha quelle étoit la courbe à laquelle elle 

Nn ij 
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FIG. appartenoit , ou bien qu’elle étoit la loi , fuivant laquelle il 
falloit décrire cette courbe. Tout ce que nous allons dire ici 
préfentera des exemples de cette double manière d’envifager 
les lignes courbes , qui paffe , avec raifon , pour une des plus 
heureufes découvertes qu’on ait faites er> Mathématiques. 

209. Définitions. Soient les deux droites indéfinies 
***' Q <1, R r, qui (e coupent en A , fous un angle quelconque ( ici 

çn le fuppofe droit,pour une plus grande facilité ) : qu’on pren- 
ne fur Q q la partie A C , que j’appelle a , avec laquelle du 
point C , on décrira le cercle AM B m. Alors la ligne R r fera 
appellée relativement à cette courbe , l'Axe des ordonnées , & Q q 
l'Axe des abfcijfes. Le point A fera l'Origine des abfcifles & des 
ordonnées. Toute ligne comme M P , qui fera abaiflee d’un 
point de la circonférence parallèlement à R r,fera une ordonnée , 
& la partie A P fera fon abfcijje. Les ordonnées & les abfcif- 
fes feront appelléçs , d’un rçom commun , les coordonnées. Et 
par rapport à leurs fituations oppofées relativement à l’axe 
des abfcifles, toutes les ordonnées qui feront au deflus de cet 
axe feront dites pojitives , & celles qui feront au-dcflous , feront 
dites négatives. 11 en fera de même des abfcifles relath ement 
à l'axe des ordonnées , c’eft-à-dire , que nous appellerons pojt- 
tives , celles qui font à la droite , & négatives cçlles qui font 
à la gauche de cet axe. 

On eft convenu que l’abfcifle d'une courbe feroit défignée 
par * , & l’ordonnée par y. Mais comme chaque point de la 
courbe a Ion abfcifle & fon ordonnée particulière , & que ce- 
pendant on les défigne toutes indiftinélcment par» & par J, 
ces lettres expriment plutôt des indéterminées que des in- 
connues. 

210. Cherchons préfentement l’équation au cercle AMBw, 
4 on£ le centre eft en C , & dont le rayon A C eft une quan- 
tité connue qu’orç a prife à volonté fur A q , & qu’on défigne 
par a 5 ce qui donnera pour fon diamètre A B , la quantité corn- 
nue 2 a : d’ailleurs , puifque A P eft appelle x , la diftance P Ç 
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4 e l'ordonnée au centre C fera néceflairement a — x , toutes les FIG. 
fois que cette ordonnée M P tombera entre l'origine A & le cen- nx. 
tre C;& cette diftance p C fera* — jjorfque l’ordonnée m p tom- 
bera au-delà du centre relativement à l'origine A. En outre , en 
fuppofant , comme ici , les deux axes perpendiculaires , l'un à 
l’autre , on a pour un point quelconque M . un triangle reélan- 
gle tel que MPC, qui donne ( 17} ) M P 1 = C M 1 — P C 1 . 

Or , M P eft y , C M eft a , P C eft a — «ou* — a , qui ont le 
même quarré. D onc 7 1 = a 1 — a‘ + n« — <‘=u* — x 1 

= z a — x x * : & comme 1 a — *=BP,&*=AP. l'équa- 
tion précédente exprime , que pour un point quelconque de cette 
courbe, le quarré de l’ordonnée vaut le reClangle fait fur les deux 
fegmentt corrtfpondantt du diamètre ; ou ce qui eft le même , que 
la perpendiculaire abatjfée d'un point quelconque de la courbe fur le 
diamètre, e/l moyenne proportionnelle entre let deux fegmentt de ce 
diamètre , ainfi que la Géométrie nous l'avoit enfeigné plus 
haut ( 147 ). 

I xii. Comme il eft loifible de placer l’origine où l’on veut, 
on auroit pu la placer au centre C , & on auroit eu la même 
propriété exprimée en termes différens. Car alors CP=r» f 
AP=u — x&BP = <j-f-x. Or , le triangle reélangle MPC 
donne, M P 1 = MC* — C P* ,ou bicn> x = a 1 — xi = a — x 

X u -+• x , ou ~ a — x ; y : a -h x. Ce qui prouve encore que 
la perpendiculaire MP efl moyenne proportionnelle entre let deux 
fegmentt du diamètre. 

ziz. Suppofons maintenant qu’on s’occuppe de l’opération 
qui eft l’inverfe de la précédente , c’eft-à-dirc , qu'ayant l’é- 
quation indéterminée y y = z a x — , on cherche la courbe , 

à laquelle elle appartient. Pour y parvenir on prendra d’abord 
dans cette équation la valeur de y , ce qui donne y = - 4 - 
y/ z a x — x x ; enfuite on tracera les deux axes ou les deux 
droites indéfinies Rr, Q q ( qu’on (uppofe. toujours ici fe cou- 
per à angles droits ) : plaçant l’origine en A , on luppofera que 


\ 
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pj G. du coté des abfcifiès pofîtives on fait se fucceffivement égale à 

-f- &c. ,ce qui 

donnera pour les valeurs correfpondantes de y (en fuppofant 
que la quantité connue 2a = 5) :0 , ;i - v /y, : fcv / 8 , ± 3 , -fc 
^ 8, ± V j',±oj & au-delà de ce terme , c'eft-à-dire , en 
fuppofant * > d , toutes les valeurs de y feront imaginaires , 
puifque dans l'équation y = ± V , l e tcrme „éga- 

tif* 1 fera plus grand que le poficif xa ». 

w Cherchant enluite les valeurs des y du côté des* négatives, 
c eft-à-dire , en fuppoiant celles-ci fucceffivement égales à o , 
1 ’ a » i > & c - on verra que la première eft o , & que 
toutes les autres font imaginaires , puifque * étant négative „ 
Je term e 2 a * devi ent néceffiiirement négatif dans l'équation 

* = ^ z a * — * * i & de tout cela on conclura : 

1 1 3 - 1 • Que la courbe dont l'équation eft? 1 =r=2ax— *x, 
paffe par 1 origine A ; puifque en fuppofant * = o , on a y = o ; 
& qu il n y a évidemment d autre point que l’origine , qui puiiTe 
correipondre a la fois à une abfeiffe o & à une ordonnée q. 

214. 2*. Que cette courbe ne s’étend point du côté des abf- 
ciffes négatives , puifque les ordonnées étant toutes imaginai- 
res de ce coté , aucune ligne ne fauroit en exprimer la valeur. 

2i y. j°. Que du côté des abfcifles pofîtives , la courbe s'é- 
carte d’abord également de l’axe des abfcifles , tant en defliis , 
qu en deflous j puifque à chaque valeur pofitive de * , répon- 
dent d abord deux ordonnées égales & croiflantes , l'une pofi- 
tive, l’autre négative, favoir, o , ± >/ y , -+->/ 8 , ± j : quelle 
s en rapproche enfuite dans le même ordre j puifque fes or- 
données décroiflent également , en devenante 3 , ± y/ 8 , 
y/ y » 0 > & qu enfin 1 ordonnée redevient o , ou bien que la 
courbe rencontre encore l’axe des abfcifles , lorfqu’on fait 

* = z a = 6 . 

ut». 4°. Que la courbe en queftion ne s’étend pas au-delà du 
point ou 1 abfcifle vaut 2 a ou 6 j puifque faifant * ■> 2 a, la va- 
leur de y eft imaginaire dans l'équation y = V 2a* j & 

qu'ainfi la courbe eft rentrante. 
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*17. j*. Enfin, que là où l’abfcifle cft fuppofée = j , ou bien Fl G. 
fca , la double ordonnée devient Hh î , c’cft-à-dirc , la plus ïll . 
grande de toutes , & égale à l’ablcifle ; d’où l'on voit , que fi 
on prend AB=x<j&AC = <»,la courbe en queftion s’écar- 
tera également du point C , tant au-deflùs qu’au dcffous de 
AB ,8c tant à la droite qu'à la gauche de ce même point ; & 
qu’ainfi fa courbure eft parfaitement uniforme en tout fcns. Fai- 
fant donc pafler une courbe par les points A &: B , & par les 
extrémités des ordonnées ( qu’on peut fuppoler plus rapprochées 
pour la tTacer plus exactement ) on verra qu’elle n’cft autre 
chofe que le cercle AMBm, dont le centre eft en C, & dont 
le diamètre cft A B. 

ai 8. Remarque. Dèfqu'on fuppofe les ordonnées M P , 
np , perpendiculaires aux abfciffes, chaque ordonnée exprime la 
diftance d’un point de la courbe M ou m , à l’axe des abfciffes: 

& réciproquement, chaque abfcifle AP, A p, exprime les diftan- 
ces de ces mêmes points M & m à l’axe des ordonnées ; puifque 
les perpendiculaires M N, m k, (ur l’axe des ordonnées R r , rac- 
furent ces diftances , & qu’elles font égales à A P & A p. D’où 
Ion conclura: 

119. i # . Que fi l'équation d’une courbe eft telle , qu'en fup- 
pofant une certaine valeur à x, on rende.? = o, la courbe 
rencontrera l’axe des abfciffes à une diftance de l’origine , égale 
à cette ablcifle : & réciproquement , s’il y a une valeur dey , 
qui rende * = o , la courbe rencontrera l’axe des ordonnées à 
une diftance de l’origine, exprimée par cette ordonnée. 

220. 2®. Que s’il n’y a aucun terme confiant ( * ) dans l’équa- 
tion d’une courbe , elle pafle par l’origine $ puifque alors x de- 
venant o , j devient o. Mais s’il y en a un , elle n’y pafle pas; 
puifque dans ce cas la fuppofition de * = o , ne rend point y 
égale à o. Aufli avons-nous vu plus haut ( 210 ) , que quand on 


( * ) On entend pat tirmt nnjfant , celui od Ici variable * ou y , n’en- 
tteat pat. 


Digitized by Google 


FIG. 


I2J. 


*85 Élément 

prend pour l'équation au cercle y y =: i a x — x x , l’ofîgine eft 
dans un point de la circonférence j & que quand on a pour 
cette équation y 1 = a * — x* , l’origine ett au centre ( 211 ). 

211. Définitions I. Oh appelle fommett d'une courbe , 
tous les points ou cette courbe coupe l'axe des abfciffes. De façon 
qu’à l’infpeétion de l'équation , on voit i°. Si la courbe a de9 
fommets: z°. Combien elle en a: j°. Que celles dont l’équa- 
tion eft du fécond degré , n'en peuvent avoir plus de deux. 

222. 1 1 . Les lignes font didinguées en divers ordres , fuivant les 
differents degrés de l’équation qui en exprime la nature. Ainfi l'é- 
quation uj4-i* + r = o, exprime une ligne du premier or- 
dre , c’eft la ligne droite :y l — ia x- f- * x = 0 , exprime une 
ligne du fécond ordre , c’eft le cercle , &c. 

223. Soit l’équation du fécond degré xy = a , qui donne 

a 

y — - : fuppofons que fur l’axe des abfcifles & du côté des x 

pofitives, on prenne AT=a=i,AS = i,AO = j, & ainlï 
de fuite pour les autres abfcifles. D’après cette fuppofition , les 
valeurs correfpondantes des ordonnées T M, S M, O M, &c. fe- 
ront 1 > 7 > y > &c. jufqu’à l’infini j de façon que les y diminuant 
toujours à proportion que les * pofïtives augmentent , la courbe 
jettera une branche infinie , qui de ce côté s'approchera tou- 
jours de l’axe des abfcifles , fans jamais le rencontrer. 

Suppofons préfentement que prenant les * toujours pofitives , 
on leur donne différentes valeurs au-deflous de l’unité ou det 

A T , & qu’on les fafle j , y , £ , y &c j alors les ordonnées cor- 

1 I 

refpondantes , toutes placées entre A & T , feront J ou 1 , 7 

2 ï 

ou 3 , 7 ou 4 , &c. ainfi de fuite toujours en croiflant , jufqu’à 

4 

l’infini , à proportion que les abfcifles décroîtront. La branche 
de la courbe où elles fe termineront , s’étendra donc à l'infini le 

long de l’axe A R des ordonnées j & ne rencontrera jamais cet 

axe 
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axe ,’ou bien ne le rencontrera qu’à une dillance infinie de l'ori-p j 
gine. Parconléquent cette courbe jettera deux branches infinies ,j ^ 
dans l’angle R A q des coordonnées politives. Si l'on fuppofe les 

a 

x négatives , i! eft clair qu’alors l’équation y = — — , rend les 

ordonnées négatives , & qu’ainfi cette même courbe étend en- 
core deux branches parfaitement femblables dans l'angle QAr 
des coordonnées négatives ; & comme ces deux parties font 
défignées par une feule équation irréductible x y = a , elles ap- 
partiennent à une feule & même courbe , appellée Hyperbole. 

xi j. Coküli. D’après l’équation de l'Hyperbole , on doit 
donc conclure : i*. Que cette courbe ne pajfe pat a l'origine ; car 
x y = a , oaxy — 4 = 0 a un terme confiant. x°. Quelle n’a pat 
de Jommets , ou ce qui eft le même , qu’elle ne les a qu’à une 
dillance infinie de l’origine ; car pour avoir y = o , il faut dans 

l’équationy =* , fuppofer x infinie. j e . Que let ordonnées font 

en raifon réciproque de leurs abfcijfes ; car appellant une abfcilîe 
X & fon ordonnée Y , un autre quelconque x & fon ordonnée 
y , on a X Y = a = xy , ou bien X : * ; : y : Y. 

224. Définition. On appelle Ajfymptote reflüigne d’une 
courbe , toute ligne droite de laquelle cette courbe t'approche tonjourt , 

[ans jamais l’atteindre. Ainfi dans l'hyperbole les deux axes Rr, 

Q q , font fes deux Aflymptotes reétilignes. 

2xy. Remarque. Outre la courbe du fécond degré , dont 
rfous venons de parler , les Géomètres ont donné le nom 
d'Hyperbole à toutes celles , dont l’équation eft renfermée dans 

cette expreflïon générale y m x n = a, ou y m = quels que 

* > 

loient les nombres entiers que défignent m & n ; 8 c ils appellent 
cette efpèce de courbes la Famille des Hyperboler. S: m =n=i , 
on a y x = a; 8 c c’eft l’Hyperbole du fécond degré, dont nous ve- 
nons de parler : lï m — 2 8c n=i , on a y*x=a , & c'eft 
l’Hyperbole du troifième degré, ou Cubique: Gm = z 8 c n = i, 

Oo 
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F I G il vient x* y 1 — a , &: c’eft l’Hyperbole du quatrième degré Src 
xx6. Soit encore propolé de trouver la courbe , dont l’équa- 
tion eft y 1 — px. Pour cela je fais la quantité connue p = i , &c 
je donne à * , du côté pofitif , les valeurs fuccellives o , i , x , 
3,4.... Les ordonnées qui en réfulteront feront o , -I- 1 , -h 
y/ 1 >±\'i , ± V 4- . • .Et je vois que p étant poiitif, la courbe 
manque du côté des x négatives , puifque p x devient alors 
négatif, & que l’équation fe changeant en yy = — p x , toutes 
les valeurs des y font imaginaires. D’où je conclus i®. Que fi 
124. l’on prend le point A pour l'origine , la courbe pajfera par ce point j 
puifque l’équation n’a pas de terme confiant; ou bien que * =0 
donne y = o:î“. quelle n a que ce feul fommet ; puifqu’il n’y a 
qu'une x = o qui puiffe donner y = o. 3 0 . Quelle a deux branchet 
infinies & égales A M , A m , qui s'étendent & s’éloignent toujours , 
& également des abfcijfes pojilives , fans reparoitre du coté des abfcijfet 
négatives -, Sc qu’ainfi la courbe n’eft pas rentrante. 4’. Que cet 
branches s'écartent moins de l’axe des abfcijfes , que de celui des ordon- 
nées ; car la diftance de chaque point M ou m , à l’axe des or- 
données , ell exprimée par la perpendiculaire M N , ou Ion 
égale A P , qui eft x ; tandis que la diftance de ce point à l’axe 
des abfciffes , eft exprimée par M P ou y , qui vaut x/x. y?. Que 
fes axes ne peuvent point lui fervir d'afTymptote , puifque loin de 
s’en approcher , elle s'en éloigne toujours. 

217. Remarque. La courbe dont nous venons’de parler , 
eft celle qu’on nomme Parabole. C’eft fous cette même déno- 
mination qu’on a renfermé toutes les courbes , dont l’équation* 
fe préfente fous cette forme générale , y^-pm-t * , q U i repré- 
fente l'entière Famille des Paraboles. Quand m = 2, l’équation eft 
y 1 = p x, & c’eft la Parabole fimple & ordinaire : quand m= 3 , 
l'équation y* =zp* x , repréfente la Parabole cubique , &c. 
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CHAPITRE II. 

De l’Ellipfe. 

n8.DéFi-0 

mnoN l.kjl I on fuppole que (ur un plan quelconque on prenne 
à volonté deux points fixes F, /,dont on connoit l'éloignement, izp. 
& qu'on décrive une courbe A M bab , en fiuivant cette loi ’ 
qu'a chaque pat du point générateur , la foinme de fei deux dijlancet 
aux deux points fixesF ,f, foit toujours la même & égale à une 
ligne donnée z j ; la courbe ainfî formée fera une Elliple. 

îrp. C o r o 1 l. i°. D'après cette génération , il eft aifé de 
décrire cette courbe par un mouvement continu. Car prenant un 
fil infléxible , dont la longueur égale la ligne connue z a , 
fixant fes deux extrémités en F & /, fi on le tient toujours éga- 
lement tendu avec un Hile, la pointe de ce Hile décrira la 
courbe en queftion . puifque la fbmme des deux diftances de 
chaque point de la courbe aux deux points fixes F , /, vau- 
dra toujours la longueur entière du fil , ou z a. 

230. 2“. Si fur le point C , qui tient le milieu entre F & / , 
on élève la perpendiculaire B b , jufqu’à la rencontre de la 
courbe , cette perpendiculaire fera une ligne connue , de cela fcul 
qu'on connolt F f. Car alors FB = /B=«. Donc dans le 

triangle reélangle B C F , on aura B C = V u '~ ~ C F 1 ; par 

conféquent Bi=i C F 1 , 

231. 3 0 . Quand la courbe paffera fur la ligne , qui joint les points 
F&f, elle fera à di/lances égales de ces deux points , ou bien on 
aura, F A =/a. Car 2 a — F A -(-/A = F a -hf a. Or , f A = 
f F 4 - F A , & F a z= F/-H fa. On aura donc F A -h/F -H . 

F A =/F -F/u -H fa ; ou bien en réduifant , iF A = i/«, 

& enfin F A =/ a. 

Oo i j 
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FIG. D'où l’on conclura que la ligne A a , qui traverfe la courbe en 
12 /. f alfant far les points F , /, efl égale a la ligne donnée z a. Car F a 
•+•/ a = z a , par la nature de la courbe. Or ,f a = F A. Donc 
Fa + FAouAn = i<f. 

232. Définition II. La ligne connue A a s’appelle le 
grand Axe de l’Ellipfe , je la fais= z a: la ligne B b perpendi- 
culaire fur le milieu du grand axe, s’appelle le petit Axe , & com- 
me elle eft connue ( 230 ) , je la fais = 2 b : les points fixes F , 
/, font les Foyers ; A , a font les fommets ; C eft le Centre. La 
diltance connue F /des deux foyers eft l'Excentricité , que je fais 
= 2 c ,8c partant F C ou/C = c. On apppelle Rayon vetftur , 
une droite ; M ou F M , menée d’un foyer fur un point de la 
courbe , ce qui fait que chaque point de la courbe fe rapporte 
à deux rayons veCteurs. Suppofons qu’on place l’origine des 
coordonnées au centre C , de façon que CP=*&PM=j>i 
alors /? = c + »&FP = c — x. 

233. Avant de pafler plus loin , il faut remarquer que le point 
B étant autant éloigné de F que de/, on doit avoir BF=«, 
tandis que BC=i,&CF=r. Donc dans le triangle rectan- 
gle B C F , h C 1 = B F 1 — CF 1 , ou bien b 1 = a 1 — c 1 . 
Donc ~ a -f- c : b : a — c. Or , a -f- c = F a , 8c a — c = F A* 
Donc le demi-petit axe e(l moyen proportionnel entre les dijfancet 
d'un des foyers aux deux fommets. 

234. Pour trouver l’équation à l’Ellipfe , il faut fe fouvenir 
que pour un point quelconque M , la fomme des deux rayons 
veéteurs eft 2 a ; donc fi je fais leur différence = 2 z , le plus 
grand/M = a -1- z , & le plus petit = 4 — *. 

Cela pofé , dan s les t riangles reCtangles M P F, M P/, on a 
F M 1 = M P i t+-F P 1 , & / M : = PM* -+•/ P*, ou bien ex- 
primant l’une & l’autre équation analytiquement : 

a 1 — z a z -i-z 1 —y 1 4 -c 2 — zc x x l . 


a'- -f- 2 a z -h z 1 — y z -h c 2 - + . 

Si l’on fouftrait la première équation de la fécondé, il refte 
4<s=4c*, donc * = 
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Subftituons cette valeur de * dans la première équation , & F I G. 
elle devient, a 1 — ic*H — - =) x ■+■ — » c * H-* 1 . Donc Il f* 

a z 

y» = a 1 — c 1 — -f- - — — . Or, a 1 — c 1 = b 1 (iJî); & — 

a 1 

c i ,i a 1 r» -f- r 1 x 1 — x 1 (a 1 — ■ 1 ) — 

= 7 = 7 “ a*- _ ' 

Donc v 1 =b 1 — ^ — = — ( a 1 — x 1 ).Or, a 1 — »* = «-+-* 
a» a 1 


X a — x = a P X AP. Ainfi dans cette courbe le quar. é de l'or- 
donnée tjl égal au reflangle det abfijfes , multiplie par une fia: lion 
dont le numérateur e/l le quarré du demi-petit -axe t Ô“ le dénomina- 
teur ejl le quarré dit demi -grand-axe. 

2jj. Remarque. Si Ion avoit placé 1 origine en A , & 
qu'on eût fait A P = z , on auroit x = a — z. Donc en fubfti- 

. , b 1 . 

tuant cette valeur dans l'équation trouvée* 1 = — ( a 1 — x'-). 


il 


viendroit , y 1 = 


Ai 

— ( a 1 — a 1 -i- 1 az — 2» ) = 
a 1 v 


— ( t az — 
a 1 v 


* 1 ) = — x ia — z x z, qui exprime la même propriété , 
«l’une façon analogue à ce que nous avons vu dans le cercle , 
en comptant les ablcifies tantôt du centre , tantôt du fommer. 

2j 6 . C o r o l l. Concluons de là : i®. Que l’équation feule 
de cette courbe défigne , quelle a deux branches' égales de chaque 
côté de taxe des abfcijjes ; puilque* a toujours deux valeurs 
égales. 

2J7- 2°. Qu’en plaçant l’origine en A , elle coupe l'axe à l’ori- 
gine & a la diffame de l'origine = xa. Car alors* devient o, en 
fuppofamt z = o , & en (uppofant z = % a. 

2j8. Que fi l’on failoiti = a , alors l’équation de cette 
courbe deviendrait y 1 = a 1 — x 1 , qui eft la même que celle 
du cercle. Or , b = a , luppofe f =o ; puifqu’on a toujours 
(ijj) t> 1 = « 1 — c*. Donc un cercle peut être conftdéré comme 
une Ellipfe , dont l'excentricité ejl nulle. 


L 
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FIG. 4 ‘ 

JZ J »J9- De ce que y 1 = — (a’ — * l ) , il s’en fuit que l'on a 

cette proportion *' \l b' : a' , c’eft-à-dire , que le 

quarté de l’ordonnée ejl au rcüangle des abfciffes , comme le quarré 
du demi- petit axe efl au quarré du demi-grand-axe. 

240. 3 0 . Si l’on décrit un cercle fur le grand axe de l’Ellipfe, 

& qu’on place pour l’un & l’autre l’origine au fommet A , on 
aura pour l’ordonnée du cercle Y 1 = 2 a x — & pour l’or- 

b x 

donnée correfpondante dans l’EUipfe ,>*=:— ( x a x — ** }. 

a 

Donc mettant le tout en proportion , Y' y. x a x — x* : 
h ' , 4 * 

^7 (2 ax — x') :: I : — : 4 *. Donc Y :y ;; a :b. Or, appel - 

lant V & v deux autres ordonnées correfpondantes dans le mê- 
me cercle & dans la même Elliple , on auroit egalement V : v \ ; 
a : b. Donc Y : y ; ; V : v , c’eft à-dire ■ que les ordonnées de l’El- 
lipfe font proportionnelles aux ordonnées correfpondantes dans le cer- 
cle circonfrit. Ce qui prouve que pour décrire une ellipfe il fuffi- 
roit de divifer proportionnellement toutes les ordonnées d’un 
cercle , 8 c de faire palfer la courbe par les points de divifion. 

241. Définition III. On appelle Paramètre , dans 
une feétion conique , la double ordonnée qui palfe par le fo- 
yer ; & comme on emploie fouvent Ion expreflion , nous al- 
lons en chercher la valeur dans l’Ellipfe. 

242. Pour la trouver , je remarque que l'abfcifle qui répond 
à cette ordonnée eft a — c ; mettant donc cette valeur à la place 

de x dans léquationy 1 = ^(m* — * 5 ), j'ai y* — -p ( 2 « 


X a — c . — a — c l ) = — (z a' — x a c — a' + iac^c 1 ) 
h' 0 („*— f’)X 

= — ( a' — c’ ).Et comme b 1 = a 1 — c*,on ay' = —, ■< 

a» — c* 4* . , . . 4b x 

\ Donc y = = — ( 233 ) :£au bien 2 y = ^ ^ : c eit-a- 

dire , que le paramètre vaut le quarré du^petit axe divifé par le, 
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grand axe , ou bien encore qu'il tft une troiftème proportionnelle FIG. 
an grand & au petit axe , puifque faifant 2 y = p , on a ~ i a : J2 
ib : p. D'où il fuit qu’en confidérant le cercle comme une El- 
lipfe , dont l'excentricité eft nulle , le Paramètre du cercle ejl un 
diamètre. 

243. Il eft maintenant aifé de faire entrer le paramètre dans 

if »• •/ 2 I 

l’équation à l’Ellipfe. Car puifque p = — — , on a b 1 = T a p. 
Subllituant donc à la place de b' dans la première équation 

à l’Ellipfe y* = ^— (a 1 — x l ) , on aj* = — ( a' — *’ ) , ou 
a la 

, 1 P ** 

bren > = -j a o • . 

2 fl 

Si l'on fubftitue à la place de b 1 dans la fécondé équation à 


l’Ellipfe , qui eft y* = ~ (2 a x — x' ) , on aura y ’ = ~ ( i a x 


—■)=, ,-ü. 


244. De l'exprcffion du paramètre , il s’enfuit que dans cette 
courbe il eft plus petit que la quadruple diftance du fomrr.et au foyer 
voiftn. Car appellant cette diftance d , on a d = a — c , tandis 

O 


2 b' ia 
que p = — = 


~~~ C *33 )• Donc p : d “ 


2 c : 4 a. Or , 2 a -+- 2 c < 
P < 4 d. 


; I 2 a + 2 c : a. Donc p : 4 d ; ; 2 a -4- 
4a, puifque 2c< 24 (232). Donc 


245. Remarque. L'équation à l’Ellipfe y ' = —(a’—* 1 ) , 

a 

qui eft venue en comptant les coupées du centre , nous donne 
1 équation au petit axe. Car dans le parallélogramme des coor- 
données CPMD, CD = MP, & DM = CP. Donc l’or- 
donnée du petit axe eft l’abfcifle du grand , & l’abfcifle du pe- 
tit eft l'ordonnée du grand. Ainfi appellant ici l'ordonnée * & 

1 ablcifle y , on a , ** = — (£' — y* i). Ce qui prouve i°. 
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FIG. Q.“ e Itt froprtétét de l’tllipfe , rapportée à fort petit axe , font les 
HJ. Tn ^ mel ? ,,f celles delà même courbe , rapportée au grand axe. 2°. 
Qu'ainfi Ji l’on décrie un cercle fur le pitit axe , fes ordonnées feront 
proportionnelles a celles qui leur correfpondront dans le petit Axe, 

246. C o R o x. l. La furface de l'ElIipfe efl donc moyenne pro- 
portionnelle entre celle du cercle infcrit & celle du cercle circonf- 
crit. Car appellant la furface du cercle circonfcrit C , celle de 
l’infcrit c , & celle de l’Ellipfe E, on a. , C : E y. 2 a : ib , 8c 
E : c l ; 2 a : x b. Donc ~ C : E : c, 

247. D’où il fuit que E‘ = Cr. Appellant S la furface d’une 
autre Ellipfe , D & a les cercles circonfcrit & infcrit , on aurait 
S’ = D d. Donc E*:S*:rCc:Dd. Or, fi l’on défigne les 
deux demi-axes de la première Ellipfe par A & par B , les deux 
demi - axes de la féconde par a 8c par b , les deux cercles 
circonfcrits auront pour rayons A , a : & les deux infcrits , B , 
b. Donc on aura ( 177 ) C : D ” A 1 : a*, c : d ; ; B 1 : b 1 . Et par 
conféquent (Alg. 25 }), C c : D d \ A* B 1 : a 1 4 1 - Donc E 1 : S* 

; ; A* B' : a 1 b' , ou E : S : ; A B : a b , c’eft-à-dire , que les fur « 
faces de deux Ellipfes , qu’on compare , font entr'elles en raiftn 
compofée de leurs axes. 


CHAPITRE III. 

De V Hyperbole. 

248. Défi-Ç 

126. MTioN. O U P P O S O N S que fur une droite indéfinie Q q 
on prenne deux points fixes F , /; & que fur le plan qui con- 
tient cette ligne on prenne une infinité de points , comme M , 
tels que la différence des diftances de chacun aux deux points 
fixes F , /, foit toujours la même , & égale à une ligne droite 
donnée.que j’appelle 2 a : alors la courbe D A E,qui paffera par 
tous ces points, fera une Hyperbole , & les points F,/, en feront 
Jes Foyers. 24? 
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14p. Pour décrire une Hyperbole par un mouvement con-pjf^ 
tinu, il ne faut donc que fixer l'extrémité d’une règle à un 12 ^ 
point/, qui fera un foyer , autour duquel elle puilfe tourner > 
avoir un fil infléxiblc GMF, plus ou moins long que la rè- 
gle /G, dont un bout fera attaché en G& l'autre en F , 8c 
par un ftile M , tenir une portion du fil MG, appliquée à la 
règle .tandis que celle-ci tourne fur le point/. Alors la diffé- 
rence des diftances du Hile aux deux foyers, fera toujours la 
même , 8c vaudra la différence qu'il y a entre la longueur du 
fil & celle de la règle. 

Si après avoir décrit la branche D M A , on renverfe la rè- 
gle , le ftile tracera la branche A E , parfaitement fcmblable à 
la précédente ; 8c fi on fixe d e la même manière l’extrémité de 
la règle en F , 8c qu'on attache le bout du fil en /, on tracera 
la cou'be d a e , tout à fait femblable à D A E , 8c qui tournera 
fa convexité vers la première. Ces deux courbes s’appellent 
Itf Hyperboles oppoféet. 

ifo. Corou. D'après la génération de cette courbe , on 
peut conclure : i°. Qu elle coupera la ligne indéfinie Q q , dam deux 
points A & a , qui feront entre les deux foyer s ( Ces points en font 
appelles les femme tt ). 

15 1. i°. Que les deux fommets A , a , font éga’ement éloignés des 
deux foyers F ,/; ou bien que F A =/ a. Car par la nature de 
la courbe on a,/ A — F A = iü = Fd — fa. Donc retranchant 
de /A 8c de F a la partie commune A a , on a /a — F A =3 F A 
— fa. Donc i fa = rFA, ou /a = FA. 

Zfi. Il fuit de là que la difiance des fon mets A , a , vaut la quan- 
tité connue z a. Car / A — F A = î a,ou bien fa-h a A — F A = 
a a. Or , f a — F A ; donc A a = z a. ( La ligne A a qui joint les 
deux fommets, eft anpellée le premier Axe des Hyperboles , 8c le 
point du milieu C en eft le Centre ). 

zyj. Si fur le milieu C du premier axe on élève la perpendi- 
culaire B b , terminée aux points B , b , en portant de A les lig- 
nes A B , A b , égales à la demi-excentricité F C , cette perpen- 

PP 
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jr y g. diculaire fera appcllée le fteend Axe des Hyperboles oppofées.Et 
^ comme ce fécond axe efl néceflairement une quantité connue » 
dèfqu’on connoît B A & C A , nous l’appellerons 2 b. Ici com- 
me dans l'Ellipfe l’excentricité F/efl appellée 1 c , l’ordonnée 
P M efty : & plaçant l'origine des abfciffes au centre , C P fe- 
ra x. Donc P F = c — * , & P /= c x. 

Zf4. Théorème I. Dans cette courbe le fécond demi-axe eft 
moyen froportionnel entre les dijlances d’un même foyer aux deux fom- 
mets, 

D e m. Il faut démontrer que 44 F A : B C : F a -, ou bien que 
4a. c — a: b:c-+- a. Or , cela efl ainfi 5 car le triangle reétangle 
B C A donne B C* =BÂ‘ — CA 1 , ou bien b b = cc— a a. 
Donc — c — atb-.c-in a. 

zy y. Théorème II. Dans cette courbe le quarré d'une or- 
donnée vaut le rtdatigle de fes abfijfcs > multiflié far une frafiion 
dont le numérateur efl b 1 & dont le dénominateur ejl a 2 . 

D e m. Puifqu’ici la différence des deux rayons veéteurs efl 
toujours 2 a , appellant leur lomme z z , le plus grand fera 
z -+— a , & le plus petit z — a. 

1 27. Cela pofé , dan s les t ria ngles rectangles MP F , M P /, on a 

M F 1 = MP 1 + PF S& M / 1 = MP‘ +P/ 1 . Donc fubfti- 
tuant les exprefïions Algébriques > on a : 

zz — z a z -i- a a y - 4 - c c — zt *+»* 
z z -4- z a z -+- a a = y y -4- c c -4- z ex -+- x x 

Souftrayant la première équation de la fécondé, 4 a z — 4 e x, 

cuz = — & z z = C - C — • Subftituant cette valeur de z & de 

U 6 Æ 

C C XX 

Z 1 dans la première équation , on a : — zc x + aa = y y 
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* f 6 - R e m a r q u e s. I. Si l’on place l'origine en A, & qu'on F T G. 
faiîe AP = z , on aura x = a -t- z , fubftituant cette valeur dans 1 * 7 * 


l’équation précédenre,on a , y y = — (m + iaî+ît — a a) 

a a 

b b . 

— — (xaz-q-zz): ce qui exprime toujours la même pro- 


priété. Mais en examinant cette équation >> = — (2 a z -+- 

0 U 

* z ) , on en peut déduire : i°. Que du coté des * pofitives cha- 


que ordonnée à deux fleurs , favoir -4- 





2 )> 


& que cette courbe jette deux branches de chaque côté de Tes 
abfciffes. z°. Que du côté des abfcilTes négatives la courbe dif- 


paroît,tant 


que z eft plus petit ou égal à z a. Car alors y y = 


bb 
a a 


b b 

(1 a z — f- zz )dcvient y y = - — ( — mr + rr) j 8c par con- 

a a 

léquent le fécond membre eft négatif, tant que 2 a z> z z : ou 
bien tant que 2 a > z. Donc alors les valeurs de y font imagi- 
naires. Mais Ci 2 a =sz , on a ji = o , ce qui exprime que du 
côté des x négatives , la courbe va couper l’axe des abfciffes à 
la dfltance de 1 origine = u. Si z > z <t , z a z< zz. Donc la 
courbe reparoic au-de-là de ce point , & elle a deux branches , 
une de chaque coté de l’axe j ce qui prouve que les deux Hy- 
perboles oppofées font une même courbe partagée en deux 
parties féparées par le premier axe j puifque une même équation 
les repréfentç toutes deux. 

157. 1 1 . Si l’on fuppofoit que dans l’Hyperb oie le fécond 
axe fut égal au premier , ou bien que b — a , l’équation , en 
comptant les abfciffes du fommet , feroit y y — 2 a z -j- z z ; 
par conféquent elle ne différerait de celle du cercle ( ito ) , que 
far lejigne qui précédé le quarré s z , lequel efl ici pofitif, tandis 
que dans le cercle il e(l négatif ( l'Hyperbole dans laquelle le fé- 
cond axe égale le premier , s’appelle Hyperbole équllaùre ). 
zy8. III. Enfin il faut obferver que , foit qu'on prenne l'c- 

P? ij 
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FIG. quation de l’Hyperbole du centre, foit qu’on la prenne du fom- 

127. met , elle ne diffère de celle de l’Ellipfe que par les fignes , & 

que l’une & l’autre font renfermées dans cette expreffion ,yy = 

bb. _ . , ... bb _ 

— ( 4- a a -+> x x) : ou dans celle-ci, y y = — ( 2 a x-f- x x ). 
a a — a a 

2j9. On appelle Paramètre dans l’Hyberbole la double or- 
donnée qui palTe par le foyer. Pour avoir la valeur de cette 
ordonnée, on obfervera qu’alors, en comptant du centre, x = c ; 


b b , b b 

donc y y = ( * * — a a) devient y yg— — ( c c — a a ). Or, 

c c — a a ■= b b. Donc y y = — & y = — 5 Ainfi z y = - 4 b b - 

aa a 2 a ' 


Donc appellant le paramètre p , j’ai p 


4 b b 

, ou bien 

2 a 


1 a 


il bip. 

260. Si l'on veut faire entrer le paramètre dans l'équation à 

A. b b 

la courbe , on fait que p = , & qu'ainfi i ap — 4 b b , & 


±ap = bb. Subftituant donc cette valeur pour b b dans l’équa- 
b b P 

non y y = -- (xx — a a) , on ayy= — (** — aa) ; & fi 

l’on comptoit les abfcifles du lommct , on auroit eu , y y = 

— (zaz+zî ). 

*4 

2.6t. Théorème III. D dit l’Hyperbole le paramètre ejl 
plus grand que le quadruple de la di/lance du fommet au foyer , ou 
bien, pl> 4 (c — a). , 

Dem. Car f - ttl __ 4 X i(c + a) (r -a) 

a a 4 a • 

Donc p : 4 (c — a) \ Iz(e-ha): 4 a. Or, z(f + ü ) , ou zc 
+ za >4 a. Donc p"> 4 ( c — a). 

261. Remarques. I. L'équation y y = (x x — a a) ; 
que nous avons trouvée en comptant les abfcifles du centre , 
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nous donne l'équation au fécond Axe. Car ici , comme dans 
l'Ellipfe ( 144 ) , x reprelente l’ordonnée au fécond axe ,8c y fon 

abfcilfe. Or , x x = ( y y -+- b b ) : Equation bien différente 

de celle du premier axe, puilque y y -h b b ne peut point ré- 
prélenter le reétangle des abfcilfes. 

z6j. 1 1 . Si l’on prend lur le fécond axe B b deux points F' > 
f , tels que C F' = C/' = B A , on pourra , de ces deux 
points pris pour foyers , décrire deux Hyperboles ( * ) oppofées 
D B G , d b g , qui auront B b pour premier axe 8c A a pour fé- 
cond axe. 11 clt clair que l'on a dans ces deux courbes les mêmes 
propriétés que dans les deux premières , en changeant feule- 
ment b en a y 8c a en b. Ainfi puilque en faifant C P = x , nous 

bb — — - ht, — 

avons eu y y — ( x x — a <j ) , ou P M 1 = — (C P 1 — aa), 

il s’eafuit qu’en faifant CS =* , nous aurons DS* = 

a a ■ b b -■ ■ 

7-7- (CS 1 —b b) : d'où CS‘ = — (DS 1 + 4 a). (La 
b b au 

première de ces deux équations eft celle du premier Axe B& 
des nouvelles Hyperboles , & la dernière eft pour leur fécond 
Axe A a). 

264. I 1 1. Les calculs néceffaires pour trouver les expreffions 
de certaines lignes dans l'Elliple 8c l’Hyperbole, peut ent fc faire 
de la même manière. C'eft pourquoi nous employerons pour les 
démonllrations fuivantes deux figures de ces courbes , que nous 
conftruirons femblablement. Lorfque les rélultats , ou quel- 
ques-uns de leurs termes , auront un ligne doubler ou +, il 
faudra prendre le ligne fupérieur pour l'Ellipfe, & l’inférieur 
pour l’Hyperbole. 

26 J. Théorème IV. UexfreJJion du petit rayon vetteur 

j- fil | Q 

F M, tjl , F M = = : celle du grand rayon vefleur f M 

a J 

( * ) Ces Hyperboles font appellces les Hyperboles conjuguées aux deux autres, 
te réciproquement. 


FIG. 

127. 
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É LÉ M EN S' 


n !■%* «<**+■ C , . 

e/?,/M= ( 1 origine étant au centre , comme nou^ 

la fuppoferons dans la luite. ) 

D e m. Nous avons vu ( a 54 ) i°. Que dans l’Ellipfë F M = 


les deux courbes F M = -f-a-t-z — -4-a-l = =J 


a — z , &/M = a-t-z ; i°. Que z = — ;(il en eftdemême pour 

l’Hyperbole ( 2J j ) avec les changemens de ligne , c'eft à-di- 
re , que F M = — a •+■ z , &/M = a-+-z ). Donc en réunifiant 

—— c x -f -4 J+f * 

a 

De meme / M = . 

x 66. La S ou tangente dans ces courbes eft la partie P T du 
premier axe , comprile entre l’ordonnée MP, & la tangen- 
te T M. 

2 6j. Théorème V. Dans l’Elliffe & dans l'Hyferbole l'ex- 

- 4 - a a —f~ * x 

frejjîon de la Soùtangente PT, e /7 PT= = — . 

D e m. Soit Mm l'élément dont le prolongement forme la 
tangente M T : de fes extrémités ménons les ordonnées MP, 
tn p. Tirons de plus la petite droite M r parallèle à l’axe A a . 
Les triangles femblables Mmr, TMP, donneront , mr : 

M r ; : M P : P T. Or , ( 2j8 ) p m* = — ( + a a ^ Cp* ) , ou 

a a 

à caufe dcpm = PM-+-" , »'>&deCp = CP + Mr, PM* 
b b _ 

+ iPM X mr-+-mr ’ — — ( -4 - a a -+- C P X M r -H 

a a — 

y y 

Mr * ).Négligeant mr l ,Mr*,& ayant d’ailleursPM *= — -(± a a 4^ 

y y 

C P 1 ) , il vient z P M x mr = — x 2 C P x M r , qui donne 

a a 

mr:Mr y. — CP:PM. Donc aufli — C P : P M ; : P M î 

aa 


P T = 


a a 

Y M’ 


■4- a a -f- x x 


b h 

a a 


CP 
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168. La perpendiculaire M N , (ur la tangente au point de FIG. 
contaft , s’appelle Sormale ; & la partie P N de 1 axe comprife ny 
entre l’ordonnée M P & la Normale MN,ell la fout formait. & 117. 
x6ÿ. Théorème VI. L’exprtfion de lafout-Sormale P N ejl 

- aa, + C -UL ; fr celle de la Normale M N ( appcllant les ra- 
a a ^ 

yons ve&eurs F M , / M , l'un R , l’autre r ) e/l - V K . . 

Dem. i°. Le triangle reélangle N M T , donne ( nj ) 44 

P M 1 b b x . r 1 1 l 1 “T" 

P T : P M : P N = -rrr^r = : ou a caule de b b =z+a 

PT u a 

-f- a a X+ c c x 

cr (2 j 3& tj 4) p N = — • 

i°. La Normale M N = 1 / p jvi 1 -+- P N 7 = y' 

r r a a 

(± aa+**)+*-^ = 1/ r p 

- "L ^" a ~ l ~ “• * ~ + ~ -~ — — .Si l’on met pour £ l ,fa valeur ± 
a r a 

„ b "J /~+ -+■ < * * l 

c',on aura réduélion faite, MN = - y —, 

- 1 /^ +‘ ï. x— = FM X/M( i6j )— 

a r a a a 

tyr, 

270. C o r o l l. On aura donc 1*. CT = CP + PT=* 


XX __ 

aa J r o x ^c‘Ct a 

z“.FT = +CT + CF = ±-+f = — — 

— X xx 


f- f- aa -+- 1 


= - F M (z6p) : par la même raifon , f T = 


CT + C/=-/M, 
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FIG. 3 0 .tn^pt + pm- ±* 1 + x ' j, *’*^ 1 * _ ^ 

12; ± a * + c ' *’ FMx/M, * 

&I1 7* ^ = (*«*)* 

271. Théorème VII. Si l'on tire d'un foyer F ouf , une 
perpendiculaire FQoii/j fur la tangente TM, on aura F Q = 


<lS t 2L & f,=, t l/ r ÜL. 

r /M 1 * r FM 


D e m. i°. Soit la Normale M N , les triangles lemblables 

T N M, T F Q donneront, T N : N M : : F T : F Q. Subftituant 

, n- j '• / F M x f M b . 

les expreflions déjà trouvées, on aura, - — ■■-v / FM x/IVÎ 

;:-FM:FQ= — J/" FM x fM = bJ/^ i_^L. 

2 0 . Les triangles lemblables T N M , T f q , donnent T N î 

NM::/T:/ ? ..„bie a F Y /M =l vF M 1?7 M- :: .VM 

ifq—bl/^l^L 

r F M * 

272. Si l'on mène une autre tangente en un autre point M' , 
les Rayons vefteurs F M' , /M' , & la perpendiculaire F Q' fur 

la nouvelle tangente , on aura FQ' = i F M< Donc F q 

; KQ . :: JXFm ; y^TW 0[ , dan/fEllipie « , 

fuppofe que F M > F M'., on aura/M </M', puilque FM + 

/M = F M'+/M' = 2a (228). Donc alors — ;>■ 

j M J M 

F M : F M' ; & par conféquent on aura FQ:FQ'> v'FM î 
V F M . 2". Dans l’Hyperbole les deux rayons veéteurs FM, 
nu, -rr FM FM' 

/ M , crament en même-tems. Donc — — : - •< F M • F M'. 

JM J M 

Donc aufll F Q : F Q' < V F M ; V FM 7 ! D'où il fuit que 1er 

perpendiculaire t 


on 
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perpendiculaires ire nées d'un foyer fur let urgentes à différent points , F I G. 
croijfnt dans t'Ellipfe en plus grande raf on , ô~ dans l'Hyperbole en 1 2 f & 
plus petite raifon , que les racines quarrêts des t ayons vctlcurs thés iJ, 7* 
du même foyer aux points de contatl. 


37 ,.PuifqueFQ = i J/'™. ,/î=* JJ* on 
r J M r M 

— — FM / M 

aura F :/** : : 4* : 4*yyy : : F M* :/M*. Donc aufli 


F M* - F Q l : ; M* — : I F y 1 : fq* : ; F M* : /M*. 

Or , F M 1 — FQi ta MQ* , JTd — Jî 7 = ÂT^ ( r 73 ). 
Subftituant &: extrayant les racines , on a M Q : M q : : F Q : 
fq : : F M :/ M. Ainfi ( 1 1 3 ) les triangles F M Q , / M q , font 
équianglcs , & l’angle F M Q = l’angle /M q. Ce qui prouve 
que dans l’Ellipfc & l'Hyperbole la tangente fait des angles égaux 
avec les deux rayons vetleurs , qui abcuiijfent au point de contaCl j 
&c qu’ai nfi pour tirer cette ligne fur le point M , il fuff.t de di - 
vifer en deux également ( Co ) , l'angle formé par let deux rayons 
vefleurs FM,/M, ou par leur prolongement. 

374- Si l'on mène les droites F R , G g , l’une par le foyer , 
1 autre par le centre , parallèlement à la tangente T M , le 
triangle M F R aura deux angles égaux( 37j ) l’un en F , l’au- 
tre en R. Donc M R == M F = — — c x > ScfR—f M -y 


2\I R = 


a' -\-c x a 1 -ç- c x 


a 

2 r x 


■ Or ,(io 3 )/C:CF;: 


fX : X R — / X. Donc X R — * /R = —, par confèquent XR 

± MR ou M X =r — H = a ■ c’eft- à-dire , que la 

partie M X du rayon veüeur /M , corr.prife entre le point de eonraSt 
M , & une droite G g , qui pajfe par le centre parallèlement à la 
tangente T M , vaut la moitié du grand-/!xe. 

37f- Théorème VIH. Dans l'Ellipfe & dans l'Hyperbole 
foute ligne droite, comme Mm' , qui pajfe par le point C ] lequel 

Qi 


Digitized by Google 


304 £ L É M E N S 

FI G. a diûances égales des deux foyers F , f, & qui ejl terminée de 
125 8c P art & d'autre à la courbe , ejl partagée dans ce point en deux parties 
12 7. égales , ou bien tnaCMnC m'. 

D e m. Si du foyer/, & d’un rayon égal à F M , on décrie ' 
un arc de cercle , qui coupe la courbe en m ' , 8c d’un côté de 
l’axe oppole à M, on aura le rayon veéteur/m' = F M ; 8c par 
conféquent (3286c 348 ) /IVI = F m'. Donc le quadrilatère 
F M fm' fera un parallélogramme ( 91 ) : & il le point C eft le 
milieu de la diagonale F / , il le fera de la diagonale M m' 

( ï 33 ) i ou bien , aura , C M = C m' : il en fera de même pour 
toute autre ligne qui , paffant par le point C , fe terminera de 
part 8c d'autre à la courbe. 

1 376. C o r o l l. De ce que F M / m ' eil un parallélogramme 
on conclura que l’angle F M/= F m'f , 8c qu'ainfi l'angle 
T M F = t m' f, ou bien que les deux tangentes oppofées MT, m' c 
font parallèles. 

377. Définition. Le Centre d’une courbe , ainfi que d’un 
poligonne quelconque, eil un point fitué de telle forte, que 
toutes les droites qui paffent par ce point 8c fe terminent à la 
courbe ou au contour du polygonne , y font partagées égale- 
ment. On appelle Diamètres les droits qui paifent par le centre 
8c fe terminent au contour de la figure. Ainfi l’Ellipfe , l’Hy- 
perbole , le Cercle , 8c les polygonnes foit réguliers , foit fym- 
i 2 g métriques ( 134 ) ont un centre , 8c des diamètres. Dans l'El- 
Sc 1 2.5». lipfe 8c l'Hyperbole, deux diamètres Mm', D d, font dits 
conjugués l’un à l'autre , lorfque le premier eft parallèle à la 
tangente tirée fur l’extrémité du fécond. 

378. Théorème I X. Si des extrémités M , D , de deux dia~ 
mitres conjugués ont tiré les ordonnées MP, D I , à l’axe A a , on 

aura:i°. M P X D I = — CP X CI,ohCI : DI ” MP ; —, X 

a 1 a' 

C P. 2 0 . CD =1 ± a* + CP ! . 

D e m. i°. Si l'on mène la Normale M N , les triangles D I C , 

M P N étant femblables ( 1 17 ) , donneront C I ; D I 1 1 M P : 


Digitized by GoogI 


de Mathématiques. 505 

j,i ui F t r; 

P N. Or, ( 169) PN = — * = — C P. Donc CI ;DI :;MP: 

* a 1 128& 

b ' 119 . 

— CP,ouMPxDI = -CPxCl. 

4 a 1 

z 9 . On aura donc C 1 * : D l l II M P' : ~ C P\ Or , ( 358 ) 

ÂT7 ‘ = — (±a‘ +<TF),DÏÏ = TCTÔ.Donc 

a 1 a 1 


C 1 ‘: -(4 , TCP)::-(+4 î + U ,1 ):^Cl , ‘. Ou en 

a L u * a 4 

fimplifiant,C 1‘ : a' T C 1‘ + ^ + : C P*. Ajoutant 

les antécédents aux conféquents dans le cas du figue fupé- 
rieur , où les (ouilrayant pour le ligne inférieur , on a réduction 
faite, C I 1 : «' + C 1“ :a‘ , ce qui donne C l 1 = ;+»a’ 

T cF. 

37p. Théorème X. Si Von mène au diamètre M m' , me 
ordonnée m p parallèle à fon conjugué D d , on aura , en faifant 

fl * 

m p = v , C p = * , C M = ni , C D = 11 , y 1 == — ( -4- n; l 

‘ tu 1 

=f * * ). 

D e m. Tirons les perpendiculaires m O , p Q , &: la parallèle 

y I 

pL à l’axe A a : nous auronsf zj8)ni O ' = -h 6* -i — - CO 1 . Or, 
i°. mO*=)7iL-f-pQ,&CO==CQ Tp L. 2 0 . Les triangles 
m L p , D I C , donnent DC(»):mf DI:i»L = -X 

DI”CI:Lp=-CIj &: les triangles CMP, C p Q don- 
nent CM( ra );Cp(*)::MP:?Q = ~MP::CP;CQ 
= — CP. Donc nt Oe=-DI-f--MP, C O = -C PT -X 

m n m ni n 

C I. Subftituant dans la première équation , elle devient 
y x — % x y x l . b 1 x l 

; -Dl'+ — MPxDl + -rMf‘= + i>+ —— X 
n 1 m n m — 4 - - a- n.* 

Qq ‘i 
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P 1 ? C P 1 4- X^CP x c I 4- h -^— x c I». Or , ( j 7 8 ) M P 

125 rn n a 1 a 1 » 

&I2£. Il . b ’ 

X DI = — CPxCI,&’Dl , =±i l 4--CI , ,MP‘ = 
a 1 & 

y i — b* y z 

4- b' 4 C P 1 . Subftituant 8 c réduifant , ®n aura , — ; — h 

— a » 

— ^- = ±4’ i Donc > 5 — ±«* + — -,ou> 1 =— (±«* 

ni — — m l ™ 

4 - * 1 )• 

380. C o r o l l. Puifque dans l'EllypIe mm — x x = (m 
4-*) (m — * ) —m p X M p : & que dans l’Hyperbole xx — 
W ffl=(*4-m)(j-m) = m'j»XMf, on a dans l’une & 

h n 

l’autre courbe y yy = — ( m p X M f ) : ou bien , y y :m' p x 
rw wj 

« 

M p ‘.l n n:mm , propriété analogue à celle que nous avons 
trouvée ailleurs ( 339 ) pour les axes. 

381. Remarque. Si l’origine des abfcifles eft au fommet 

M, ou fi M f = x , on aura m' p = 1 m 4^ x , ce qui change Pé- 
quation y y — (Mt x m f )eny;= (im*4-**). 

1 mm mm 

382. T h é o r È m e XI. Vexprejfion d'un demt-diamèire CM; 

, „ ». ~1 y' 4 - aa bb 4 - ce xx .. 

rapporte aux axes ejl C M = y - ■ — > : Et celle de 


: Et celle de 


fon conjugué t/î CD 




4 ~ c c x x 


, ou ( i 6 p ) CD 


= v/F M X y M. 

Dem. Soient les ordonnées M P , DI, perpendiculaires (ur 
l’axe A a , nous aurons i°. CM=\/ C P 1 4- M P ’ = V * * db 

, , bb xx . b b XX __ , 

b b 4 , mettant dans la valeur ~\-aa 4-e c de 

ea a a 

K - 4 - a a b b 4 - c c x x 

— ... 

a a 

i*,CD= CY 4- DT 7- = J/" CY ±bb + ^ CI 1 . 
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P 1 = + u + x», Subftituant & ré- ^ 


FIG. 


duilant 


,CD = ]/^ ± 


b b x x „ 

a a- f- x x H . Mettant 

a a 


-hcc au lieu d cbb , il rient C 


d = y r ±-'-tn 


■ = y/Y M x / M ( j 6 s )• 

383. Cojoil. Il luit de li que CM' + Cl) 1 = + ^ + 
*a , ou CD' + C M 1 = + n« + 44 . Ce qui fignifie que dans 
ces courbes la fomme ou la différence des quarrés des deux dnnl-dia- 
meires conjugués , tjl égale a la fomme ou à la différence des quarrés 
des deux demi-axes. 

384. T h t o r È m E X 1 1 . Le Parallélogramme C M s d , conf- 
truis fur les demi- diamètres conjugués C M , C d , & fur leur tan- 
gentes , efl égal au rcÜangle des demi- Axes , ou bien C M / d — a b. 

D e m. Soit M q perpendiculaire fur C d , nous aurons ( 164 ) 
CM/d = M^xCd = M^y/FMx/M. Or, fi l’on mène 
le rayon ve&eur/M , & la ligne / S perpendiculaire fur la tan- 
genre T M , les triangles équiangles MX} , / M S donneront 


/ M ;/S ou ( 371 & 374) /M 


-.blSüL!. 

V F M • * 


j ab 

-p-rr — r- = 1 — . Donc M q 

FM x/M v'FMx/M 

X y/v M X J M , ou C M t d = a b = M q x C d. Ainfi en fai- 
lant M^ = ^,Cd = «,on aura a b = n q , & par conféquent 
les parallélogrammes confiruits fur deux diamètres conjugués 
quelconques font tous égaux , puilque chacun vaut le rectangle 
formé lur les Axes. 

3 8y. Théorème XIII. S* fur les axes de l'Hyperbole A a j 
B b , on conjlruk le reélangle R V r u , les diagonales R r , V 11 , fe- 130. 
ront les Afymptotes de l'Hyperbole. 

D e m. Les triangles lèmblables C A R, C P N, donnent C A : 

A R ; : C P : P N , ou en faiiant CP = *, CA = j, A R =* 
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F I G. C B , - : * : : * : P N = -il. Par (co 'nféquent P~ = 
Ii0 ’ ^T"- 0r » (îW)P“M r =-«*+ ^.DoncPN^-PMl 


— , ceft-à-dire , que dans la même courbe la différence des 

quarrés P N 1 & P M 1 eft confiante , ou bien que Tm> croît 
autant que P N*. Donc P M croît plus que P N ; & par con- 
iéquent la courbe s’approche toujours de R r. Cette ligne en 
eft donc l'afymptoteJC 3 * 4 ) : & il en eft de même de V « , par- 
rapport à l’autre branche. 

326 . Théorème XIV. Si d'un point M de f Hyperbole , 
on mène a l’Afymptote voifme la droite M N parallèle au fécond axe , 
& qu’on la prolonge jufquà l’autre Afymptote , on aura M N x 
M » = b z . 

D EM. Nous avons vu ( 385 ) que P N 1 — FW^=c b*. Or, 
PN 1 — PM 1 = (P N-f-PM) (P N — PM)=(P» + PM) 
(PN — PM) = M« X M N. Donc MNxM» = t’ ; pour 
la même raifon on aura m n x *N = £*• ; & fi l’on mène E e 
parallèle à N w , on aura encore TE xTr=ii = MN x 
M n = m n X m N. • 


387. ThéorÈmeXV. Si d’un point quelconque M de l’Hy- 
perbole on mène à l’Afymptote voifme la droite M p, parallèle à l’autre 
Afymptote ; & qu’on fajfe Mp =y , C p = * , CR=C « =z r , 

on aura l’équation y = — 
x ’ 

D em. Tirons par le point M la droite N M « parallèle au fé- 
cond axe , & M S parallèle à C N , les triangles M N p , u R C 
ylofceles & iemblables donneront, M N : #R ” Mp :C R; de 
même les triangles M S n, R C «, ylofcelles & femblables, don- 
neront M n : u R ; ; M S ou C p : C R. Multipliant par ordre les 
termes de ces deux proportions , on aura M N x M n : «TrT ; : 
Mp x C p : C R 1 . O r, ( 386 ) MN X M» = P=:C B 1 es 

\ AR 1 = (^«Rl î =— ii-. Donc aufli Mp x C p = ; met» 
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, . r x F 

tant les cxpreflïons analytiques, il vient,* * r 1 , ou* = — . 

388. Coroil. I. La quantité r 1 = — = ^ A ~-<-AR x 

_ a’ -t-A’ , 

— ï étant confiante , il s'enfuit que les ordonnée s M p à 

l’Afymptote CR, parallèles à l’autre Afymptote , font entr' elles en 
raifon inverfe des abfclffes correfpondantes. 

389. Corou, 1 1 . Si l’on tire fur une AfTymptote C c des 
ordonnées m o ,ms ,mr ,m q , parallèles à l’autre AlTymptotc , 
on aura donc ; 

m r : m q y. C q : C r 

De ces deux proportions on conclura ( Alg. 109 & 130 ) : 
m 0 — m s : C s •— C 0 II m s : C 0 II m s X mo-, C 0 x mo. 
mr — m q : C q — C r II m q : C r II m q x m r : Cr X 
m r. 

Or, fi l’-on fuppofe que m 0 Zcms font auffi éloignées que m r 
Sr m q, on aura Ci — Co = Cj — Cr, tandis que ( 381S ) , 
CîX«» = Cr X mr. Donc mo — ms-.mr — m q ; \ ms X 
m 0 : m q X mr , ou bien les différences de deux ordonnées font cn- 
tr'elles , comme les produits de ce: mêmes ordonnées. Et fi en outre 
on fuppofe que m 0 Sc m s ,mr 8 c mq font infiniment près , on 

aura ms x m o — >,ts' = m o x : 8 c m q X m r — m if- — m r-. 
C'efl-à-dirc , que dans ce cas les différences des ordonnées font en- 
fr'clles , comme les quarrés de ces mêmes ordonnées. 


CHAPITRE IV. 

De la Parabole. 

390. Dé- Ç 

finition. O O l E N T Les droites indéfinies T N , S D S' per- \ jr. 
pendiculaircj l'une à l’autre. Fixons à volonté un point F lur 
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l’une , & imaginons que l'on prenne fur le plan de ces lignes 
des points M , tels que les perpendiculaires M S fur D S, foieut 
égales aux droites M F , tirées des mêmes points au point fixe 
F , la courbe qui paire par cette fuite de points eft une Para 4 
tôle. Le point F en eft le foyer. Les lignes telles que F M font 
des rayons vetleurs ; la droite S D S' , fe nomme la DireClrtce de 
la Parabole : T N en eft l’AXe , & fon interfeélion en A , avec 
la courbe forme le fommet : les perpendiculaires M P fur l’axe 
font les ordonnées , & AP les abfciffet. 

391. C o r o l l. Il fuit de cette définition : i?. Que F A = 
AD, ou bien que le fommet de la courbe eft à même défiance du fo- 
yer & de la Diretlrice. 1°. Que fi l’on prend un équerre DSO, 
& un fil inextenlible F M O = S O , dont une extrémité foit fi- 
xée en F , & l’autre en O , la Parabole fera décrite d’un mou- 
vement continu , par un ftile M , qui étant mobile le long de 
S O , tiendra le fil F M O toujours tendu, tandis que la bran- 
che S D gliflera fur la direélrice S S'. Car alors on aura toujours 
M S = M F. 

392. Pour avoir l'équation de la Parabole , foit M P = y , 
AP=*, AD = AF = 4, Cela pofé , le triangle reétangle M- 

P F donne , PÜT* = MF 1 — PF 7 . Or, MF = MS = PD 
= AP + AD=*-h , PF = AP — AF = * — a. Donc 

y 1 =( — ( * — a y = 4 a x. 

393. Définition. La quantité confiante 4 a s’appelle 
le Paramètre de l’Axe. Si l’on fait 4 a =zp , l’équation ci-deffus 
devient y 1 ^=p x. 

394. Cokou. Il fuit de là 1*. Que l'ordonnée quifajfe par 
le foyer , vaut la moitié du Paramètre , ou bien que m' F =s 

^p.Cardansce cas * = AF = 4=lf. Donc m' F 1 = p X 
P‘ , ou m' F = ^ p. 

39y. 2 0 . Que p étant une quantité confiante , les quarrés des 
•rdonnéis font comme les abfciffes correfpondantes > ou bien 

que 
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que let ordonnées font tntr’tllti , comtnt les racines quarréet des Fit/. 
abfeijfet. 13 t. 

396. 3*. Qu'à chaque abfcilfe répondent deux ordonnées 
égales , l’une pofitivc , l’autre négative ; puifqu'on a toujours 
y — ±L >SP*- Ainfi la courbe a deux branches égales, l’ur.t à droite , 
l’omre à gauche de l'axe T N. 

397. 4*. Que les abCcifles & les ordonnées croififent en même 
cems i qu’ainfi les branches de la Parabole ne peuvent jamais 
fe rencontrer en s'écartant du Commet , c'cft-à-dire , que la Pa- . 
rabole n'ejl point une courbe rentrante • 

393. y*. Qu'en failant l’ablciffe x négative, > devient imagi- 
naire. Ainfi la courbe ne s’étend pat au-delà du Jommet A. 

399. Problème. Mener une tangente à un peint quelconque ’ï 
de la Parabole • 

Sol. Dé ce point M tirés fur la directrice la perpendicu- 
laire M S' : partagés également par la droite M' T l’angle S' MF 
formé au point M par cette perpendiculaire & par le rayon vec- 
teur F M' ( 60 ) , & cette ligne fera la tangente cherchée. Car- 
ie triangle S' M' F étant y (ocelle ( 390 ) & M T étant une per- 
pendiculaire abaiffée du Commet Cur la baCe FS', chacun de (es 
points lera à égale diftance de F 8c de S'> donc fi le point o 
pris en dedans de la Parabole appartenoit à cette perpendi- 
culaire on auroit F 0 = S' 0. Donc fi du rayon S' 0 & du cen- 
tre S' on décrivoit l'arc 0 n : & fi du rayon F 0 & du centre F 
on décrivoit l’arc 0 r j ces deux arcs (e coupant en b , le point 
r (croit plus près de la directrice que le point 0 : en outre (i 
du point » on tiroir Cur la directrice la perpendiculaire nf,Sc 
du point r la perpendiculaire r f , on auroit Fo = S' o — S’n 
>/'«,&F#=Fr=/'r. Donc fr >. f n , ou bien en tirant 
r i parallèle à la direétice, f i J‘ n, ou la partie eft plus grande 
que le tout , ce qui eft abCurde. 

400. C o R o L l. 1 . Dans cette courbe la tangente M T forme donc 
des angles égaux avec le rayon vtfleur M F , qui aboutit au point 
/le etniafl } & ente une droite MO tirée de ce point parallèle client 

Rr 
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FI G. à l'axe. Car la ligne OMS étant parallèle à l'axç ou perpen- 
ijr. diculaire à la directrice , l’angle TMF = TMS = EMO, 
qui lui eft oppofé. 

401. 1 1 . La tangente au fommet A de la Par aboie eft donc perpen- 
diculaire à l’axe A N. Car le rayon veéteur F A & la ligne A D 
parallèle à l’axe , étant dans le même alignement , font cenfés 
faire en A un angle de 180°. Donc l’angle F AQ, qui en eft 


la moitié , eft de po°. 

401. III. Le triangle F M T eft donc yfocelle i car l'angle F- 
MT = EMO = MTF( j8). 

40 j. Théorème I. La foutangente P T dans la Parabole 
eft double de l'abfcijfe correspondante PA, ou bien [on expreftion eft 
PT = i», & celle de la tangente M Tf/Î y p* + 4 **. 

D e m. i°. Le triangle yfocelle F MT donne F T = F M 
= MS = PA + AD. Donc FT — AD, ouFT — AF, 
ou encore A T = P A , & par conféquent P A + AT,ouPT 
— iP A=i*. 

2?. Le triangle reétangle M P T, donne M T 1 = M P* -f- 

FT l =yy-i~4xx = px-h4xx. Donc MT=^p* + 4»*. 
404. Théorème II. Dant cette courbe la fou-Normale P N 


vaut la moitié du Paramètre & la Normale M N vaut la racine 
quarrée du paramètre multiplié par le rayon vetteur qui aboutit au 
point M. 

D e m. i°. Ayant élevé fur le point de contaét la perpendi- 
culaire M N fur la tangente M T , on aura ( izj ) P T : 

PM:P N = w=ÏV=-> ___ 

z°. Le triangle reétangle MNP, donne M N = V P M l 4 - 

PN' = j/'px+ïP 3 - = J/ p(x-t-~p).Or,x-t-±p = 


P D = M S = M F. Donc MN = Vf X FM. 

4Py. C o r o l l. Si l’on abaifle du foyer F , la perpendicu- 
laire F Q fur la tangente , les triangles F Q T , N P M , don- 
neront, M N : P N ; : F T : F Q. Or, M N = V p xFM,PN 
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*= I p , F T = F M. Subllituant on trouverai Q = ^VP xt ' A ^ F 1 G ‘ 


Puifque dans cette expreflion tout cft confiant excepté FM, 
il s’enfuit que dans la Parabole les perpendiculaires menées du foyer 
fur les tangentes aux différens points de la courbe , font comme les ra- 
cines quarrées des rayons vcÜeurt correfponiants. 

40 6. Définition. On appelle Diamètre toute droite M L , 
tiree d'un point quelconque M de la Parabole, parallèlement * 3 ** 
à Ton Axe A O. Le point M en eft l'origine. Set Ordonnées font 
les droites m p parallèles à la ligne T M , qui touche la courbe 
à l’origiae de ce diamètre. CAbfciJfe efi la partie M p du Diamè- 
tre , comprife entre fon origine M & l’ordonnée correlpondan- 
te m p. 

407. Pour avoir l’équation au Diamètre , foit m p —y , M p 
= x : menons à l’Axe les ordonnées M P , m O, ainfi que la Nor- 
male M N : faifons de plus AP = c,PM = L Cela pofé , nous 

aurons mO*=p x AO. Or,i*.«i Q=m L-l-M P = m L -h b: 

AO = AP + Mp + pL = t + * -t- p L. 2 0 . Les triangles 

•• 

P M N , L p m , donnent (H7):MN,ou vp x MF : m p , 

1 \ p y 

ou y : : P N, ou - p : m L = 1 ■ : : PM, ou b : p L 

1 Vp x MF 


yy 


Donc m O = 


1 

* p y 


4 - A , & A O =f 




Vf x MF ~ Vp X M F 

b y 

1 "+■ /■ ^ . Subllituant dans mO‘=pxAO,il vient 

Vp x M F f 

y f y _ y f y 


P y MF Vp X M F 


-hbb = pc-i-px-h 


Vp X M F 


— Or, 


- py y 

b b — P M* = p x AP=pr. Donc en réduifant ~ - — = 

h M 


p *>ce qui donne >> = 4MFx*(la quantité confiante 4 M F 
s’appelle le Paramètre du Diamètre ML , & fi on le fait = q> on 
*ura y y —qx, ainfi que pour l’axe ( jp j )§> 

R. j 
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CHAPITRE V. 

Pe la Cycloïde. 

r 408. Défi-Q 

** 1 ' J ‘ nition. O I u n cercle A E R roule fur une droite A B , pofée 
* 33 * dans le plan de cette figure , de forte que A B Toit toujours 
tangente * le point A de la circonférence qui d’abord eft ea 
contaél avec cette droite, décrira dans ce mouvement une ligne 
courbe A M S B , que l’on nomme Cycloïde, La ligne A B en eft 
la Bafe ; la perpendiculaire D S fur le milieu de la bafe eft fon 
Axe ; le point S le Stmmct -, & le ccrçle A £ R eft appelle 1 ® 
cercle Générateur. 

Si ce cercle ne fait qu’appliquer fa circonférence fur A B , 
alors la bafe A B eft égale à la circonférence du cercle géné- 
rateur , & la courbe A M S B eft une Cycloïde ordinaire. S’il a 
lin mouvement de rotation qui lui foit propre au tqyr de fon 
centre dans le fens A E R , outre celui qu’il a dans le même 
fens en roulant fur A B , le point générateur A reviendra en con- 
tai avec A B plutôt qu’il n’y feroit revenu fans ce mouvement 
propre j & alors la bafe fera plus petite que dans la Cycloïde 
ordinaire , ou bien elle fera plus petite que la circonférence du 
cercle générateur ; & dans ce cas la courbe tracée par le point 
A eft une Cycloïde accourcie. Enfin fi le cercle générateur rou- 
tait d’un mouvement propre dans le fens ARE, par une rai- 
fbn contraire, la bafe feroit plus grande que la circonférence de 
ce cercle , &s alors la Cycloïde feroit allongée. 

409. Il fuit de là i*. Que la Cycloïde fera ordinaire, lorfque le 
point ;A ne tournera au tour du centre du cercle générateur , 
qu’en vertu du roulement de ce cercle fur A B j qu’elle fera ac- 
courcie , lorfque ce point aura un mouvement propre dans le 
même (ens ; & quelle fera allongée iorfqu’il aura un mourez, 
ment propre_cn fens contraire. 
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410. i°. Que dans la Cycloïde ordinaire la bafe eft égalé à FIS. 
la circonférence du cercle générateur, quelle eft plus petite que i 3J . 
cette circonférence dans la Cycloïde accourcie & quelle elt 
plus grande dans la Cycloïde allongée. 

4 n. RtMAaQua.il faut que le mouvement du point gé- 
nérateur dans le fens ARE, foit plus petit que celui qu’il a dans 
le fens A E R par le roulement du cercle fur la baie A B. Sans 
cela il pourrait fe faire que ce point générateur décrivit une 
ligne droite , ou bien d'autres efpéces de Cycloides , dont nous 
ne parlerons pas ici. 

4 I*. Théo a È mi. I. Si d’un point quelconque M de la Cy - 
tloide ordinaire on tire la perftndiculair e MP fur l’Axe DS , fa 
partie M O fera égale à l’are correfpondant S O du cercle générateur 
décrit fur l’Axe , comprit entre cette droite M P , & I' femme» S. 

Dim. Suppofons que lorfque le point générateur eft en M, le 
cercle générateur touche la bafe au point V : nous aurons l’arc 
MTV = l'arc O0DCJ7). Par conféquent ( j8 ) la corde 
14 V fera parallèle à la corde O D , ce qui donnera ( 88 ) M O 
s= D V. Or , par la nature de la Cycloïde ordinaire , la demi- 
bafe A D = la demi-circonférence D O S , & la partie A V = 
l’arc appliqué M T V = O 0 D. Donc DVouMO=DOS- 
D 0 O = S O. 

41 J. C o RO LL. D’après cette propriété il eft aifé d’avoir 
l’équation à la Cycloïde. Car appellant l'ordonnée M P , y î 
& l’arc S O , u : on a toujours O M = « & O P — fin u. Donc 
MP ou jf = «-♦-/»» *. 

414. Théorème II. La tangente en un point quelconque M ^ ^ 
de la Cycloïde ordinaire , efi parallèle à la corde S O de l’arc cor- 
refpondant S I O du cercle décrit fur l’Axe. 

D e m. Soit M m un arc élémentaire dont le prolongement 
en ligne droite forme la tangente M T : menons MP, mp, per- 
pendiculaires fur l’Axe : M r parallèle à O 0 : prolongeons S O 
juiqu’en » , & 0 O en une ligne droite 0 O N. Le triangle O 0 x 
?ura fon angle en O égal à l'angle N O S ( jz ) , ion anale en 
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FIG. * égal a l’angle S O F ( yo ). Or , N O S = S O F , puifqu’ils 
font mefurés ( 6f & 6? ) par lej moitiés des arcs égaux (f6) 
S I O , SK F. Donc ( 8z ) O o = o x = Mr = i»r, Dcrnc les 
triangles O o * , Mrm, font femblablcs , & l’angle en * = l’an- 
gle en m. Donc m M eft parallèle à * O , ou bien TMell pa- 
rallèle à S O. 

41 y. T h É o r è m b 1 1 1 Un arc Cycloïdal quelconque S M f/I 
double de la carde S O de l'arc correfpondant SI O du cercle généra- 
teur décrit fur l'Axe f ou S M = z S O. 

D e m. Soit l'arc « 0 décrit du point S comme centre avec le 
rayon S 0 , il eft clair que nO & MraouO*, font les incrémens 
correlpondants de la corde S O , & de l'arc Cycloïdal S M. Or, 
O * == 1 » O ( 12J ). Donc auflfi S M = z S O. 

416. C o r o l l. La demi-Cycloïde A M S eft donc double 
de ion Axe S D , puifque cet Axe eft la corde de l’arc correi- 
pondant dans le cercle générateur ; par coniéquent la Cycloïde, 
entière eft quadruple de fon Axe . 

417. Théorème IV. La tangente MT à un point quel- 
conque M de la Cycloïde , fait avec t'ordonnée P M , qui aboutit à ce 
point , un angle P M T , dont le cofinus varie en raifon de la ra- 
cine quarrée de la partie de l’Axe PD, renfermée entre la bafe DA 
& l’ordonnée P M. 

D e m. La corde S O étant parallèle à la tangente M T 
(414 ), l’angle PMT = POS, dont le complément eft P S O. 
Or , dans le triangle reétangle S O D , fi D S eft pris pour le fi- 
nus total , D O fera le iinus de ce complément D S O : d’ail- 
leurs D O varie en raifon de la racine quarrée de P D { 181 ). 
Donc le iinus de l'angle D S O , ou bien le cofinus de l’anglp 
PMN, varie dans ce même rapport. 
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PRINCIPES 


DE CALCUL 

INFINITÉSIMAL. 


CHAPITRE PREMIER. 

Servant dintroduclion à ce Calcul . 

S FIG 

* l’on infcrit ou fi l'on circonfcrit des polygonnes à une 
figure courbe , on pourra tellement augmenter le nombre des 
côtés de ces polygonnes , qu'ils différeront de l’aire curviligne 
d’une quantité , qu'on rendra toujours Suffi petite qu’on voudra, 

& par confcquent plus petite qu'une quantité donnée quelcon- 
que. Ce que nous avons dit des polygonnes relativement aux 
figures courbes & planes , on peut le dire des polyèdres , rela- 
tivement aux figures folides & courbes : & même en général 
de toute forte de quantités variables , relativement à celles 
dont elles s'approchent tellement dans leurs variations, qu'elles 
en peuvent ditférer d une quantité moindre qu’une quantité 
donnée quelconque. . * 

41p. Définition I. On tnttnd far Limite d’une quantité 
variable , la valeur ou l'état auquel elle tend toujouri dam fet varia- 
tions , fins y farvmir jamais ■, & dont elle peut cependant afproiher , 
de manière qu’elle en diffère d’une quantité moindre qu’une quantité 
4 fi»née quelconque. Ainfi le cercle ( 14? ) , ou même en général 
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G. une figure courbe & plane quelconque eft la limite de fês pol/* 
gonnes , foit inferits foit circonlcrits } la fphère eft la limite de» 
Iphéroydes , 8c le Cône celle des pyramides , qui peuvent lui 
être inferites & circonlcrites. 

410. T k A o R È m e I. Si l'on a deux fuit et de quantilit crotjfan- 
Ht ,4,c , e , g... &c ... b t d ,f, h ... &c. qui aboutijfent l’une à la 
quantité u , l’autre à la quantité * ; & que let terme t corrcfpondantt 
dam let deux fuittt , f avoir a & b , c & d t t&f , &c. / tient 
dant un rapport confiant , je dit que leurt limiter u & n , feront dant 
le même rapport , ou bien qu’on aura , a : b = u : tt. 

D e m. Pour démontrer ce Théorème , il fuffit de faire voir 
qu’on ne peut fuppofer , fans qu’il s’enfuive une ablurdité , que 
le rapport de « à x (oit ou plus grand ou plus petit que celui de 
a à b. Suppofons en effet qu’on eût u : * > a : b j en prenant 
dans la première fuite une quantité m plus petite que la limite 
u , on pourroit donc avoir m : * =s a : b. Or , quelque petite que 
foit la différence entre m & u , on peut trouver une infinité de 
quantités plus grandes que m 8c plus petites que u : fi nous fup- 
pofons qu’une de celles-là foit o , 8c que fa correfpondante dans 
l’autre fuite foit p , on aura par l'hypothèfe ,o-.p=a:b. Donc 
* : * > a -, b 5 & partant ! : x > 0 : p , ou bien p > * , ce qui eft 
abfurde , puifque p eft contenu dans x. 

Si l'on fuppofoit que u : x < a : b , on aurait , invertendo y 
x : h < 6 :a , ce que l’on démontrerait abfurde par un raifon- 
nement femblable au précédent. Il faut donc que l’on ait né- 
ceffairement u : * = a : b. 

411. Cette propriété des limites 8c celle que nous démon- 
trerons dans le Théorème fuivant , ont fourni aux anciens une 
méthode des plus ingénieufes , pour paffer des figures terminées 
par des lignes droites ou par des plans , à celles qui font termi- 
nées par des lignes ou par des furfaces courbes. Pour démon- 
trer , par exemple , que deux cercles différons A 8c B , font 
entr’eux comme les quarrés de leurs diamètres , Euclide rai» 
Jpnnc à-peu-près de cette manière , dans la xme. propofition dut 

iune. 
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lime. Livre. Si l'on inlcrit des polygonnes femblables dans p j ç 
des cercles différents , ces polygonnes font entr’eux com- 
me les quarrés confiants fur les diamètres de ces cercles ( & ce- 
la ell prouvé dans la i". proportion du même Livre). Donc 
quelque grand que (oit le nombre des côtés de ces polygonnes , 
la même raifon lubùftera toujours entre ces figures j & ce lera 
par conléquent la railon entre les limites de ces polygonnes 
croisants, lefquellcs limites n'étant autre chofe que les cercles 
A & B , il s’enfuit que ces cercles font entr’eux comme les 
quayés de leurs diamètres. 

411. Nous verrons plus bas que les modernes ont fuivi la 
même méthode toutes les fois qu’ils ont raifonné d’après l'idée 
de l’infini ; mais auparavant faifons quelqn’autre application. 

Soit la demi-Elliple A I B , & le demi-cercle A H B , décrit 
fur fon gran4 axe A B : qu’on tire les ordonnées D P , F Q , 

H C, perpendiculaires à l’axe, de façon que AP = PQ = QC: 
qu’on tire aulfi les cordes AE,EG,GI,&AD,DF, F H. 

Les triangles A P E , A P D , ayant même bafe A P , feront 
entr'eux comme leurs hauteurs P E , P D : ou bien ( $40 ) com- 
me le petit axe ( z b ) ell au grand axe ( z» ). Pareillement les 
trapèzes correlpondants comme PEGQ_,PDFQ, ayant leurs 
côtés parallèles à égale diftance , lont comme les fommes de 
ces côtés , ou ; 1 P F. + Q G : P D 4- Q F. Qr, puifque ( $40 ) 
PE:PD II QG:QF,onaPE-f-QG:PD- 4 -QF;: PE: 

P D ; I xb : z a. Donc ( Alg. z$i ) la fomme des triangles & des 
trapèzes contenus dans l’Ellipfe , ou bien le polygonne inferit 
dans cette courbe , fera à la (omme des triangles & des trapèzes 
contenus dans le cercle , ou bien au polygonne du même nom- 
bre de côtés , inlcrit dans le cercle , \ z b : z "a ; & la même 
raifon lublïftera toujours entre lès polygonnes ainfi décrits, quoi- 
que en augmentant le nombre de leurs côtés ils croiflent con- 
tinuellement. Donc leurs limites, qui font évidemment l’Etliple 
& le Cercle circonfcrit, feront dans la même raifon, c’ell-à- 
dire , comme le petit axe eft au grand axe. 
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FIG Nous avons vu ( i<S8 ) que la furface de tout polygonne ré- 
gulier vaut la moitié du produit de fon périmètre multiplié par 
fon apothème. Elle vaut donc celle d’un triangle qui auroit 
l’apothème pour hauteur, & le périmètre pour baie. Or , fi l’on 
conçoit un polygonne régulier inlcrit dans le cercle , & que 
le nombre de fes côtés aille toujours croiflant , on aura une 
fuite de polygonnes qui croîtront toujours & qui auront le cer- 
cle pour limite ; & fi l’on fe reprélente une fuite de triangles 
qui aient pour hauteur l’apothème du polygonne correlpondant 
& fon périmètre pour baie, chaque triangle fera égal à chaque 
polygonne;& la limite de ces triangles croiffants fera un tri»igle 
qui auroit le rayon du cercle pour hauteur & fa circonférence 
pour bafe. Donc le même rapport d'égalité qu’il y avoit entre 
chaque triangle , & le polygonne correlpondant * fubfiftera en- 
tre les limites : ou bien le cercle fera égal à un triangle qui 
auroit le rayon pour hauteur & la circonférence pour bafe. 

42}. Théorème II. Ce que nous avons dis dans le Théorème 
f recèdent , des quansisés qui font les limites des fuites croijfanits , doit 
s’entendre auffi de celles qui font limites des fuites décroiffantes. 

D e m. Car fi cela n’étoit pas ainfi , on pourrait donc dire en 
employant les dénominations du Théorème précédent que u : 

* ^4 : b. Or , il eft d’abord impoffible qu’on ait u : * <. a ; b. 

Car alors en prenant parmi les quantités décroiflantes qui abou- 
tiflent à u , une quantité m > u , on pourrait avoir m : * = a : b. 
Ôr , entre m & m , on peut luppofer dans la première fuite une 
infinité de quantités chacune plus grande que « & plus, petite 
que m. Donc fi une de ces quantités eft 0 , 8c que fa correfpon- 
dante dans l’autre fuite foit f , on aura , par l'hypothèfe , 
0 : p = a: b , &c 0 : x <,m : x , & par conféquent 0 : x ■< 0 : p. 
Donc x > p , ce qui eft abfurde , puilque f eft une des quanti- 
tés décroiflantes qui aboutiflent à x. En raifonnant comme dans 
le Théorème précédent , on démontrera qu'il eft abfurde de 
fuppofer u x > a : b j donc on a u : x = a : 6. 

414. C o r o l l. I. Deux fuites de quantités a, c ,e, g.. .&c.„ 
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^ a» 

t i » /, h • . . eÿv. dont Ut correfpondjmct font égales , on# pour r ^ 
limite ta même quantité ou bien des quantité 's égala. Car quelles 
que foient ces quantités , foit croiflantes loit décroiffantes , la 
même raifon d'égalité , qui fc trouve entre deuil termes cor- 
refpondants quelconques , doit le trouver entre leurs limites. 

4ij\ Coton. II. L’on conclura de là : Q«« fi l'on a deux 
fuites de raifont , dont Jet correfpondantet foient toujours égales , el- 
les auront four limite la même raifon , ou bien des raifons égaler. 

Car confidérant ces railons comme de vraies quantités , ainfi 
qu’elles le font en effet , ces deux luites doivent aboutir à la 
même raifon ou à des raifons égales. 

416. Théorème. III. Si l'on a deux fuites de quantités 
.variables ,foitcroiJfanjes foit décroijfantet , dont l’une a , c , e , g..&c 
aboutijfe à la quantité u , & l'autre b , d ,f , h....&c , aboutijfe à 
la quantité x , je dit que la fuite det raifont des termes correfpondans , 
/avoir, a : b , c : d , e :/. . . &c , aboutira à la raifon det deux 
limite t u & x -, ou bien que la limite des raifont fera la raifon des 
limites. 

D e m. Défignons par ± y la différence variable entre u & 
chacune des quantités a , c , e , . . . &c. qui aboutiffent à u : 

& par ± * la différence variable entre chacune des quantités 
lt,d,f... &c qui aboutiffent à x ; ce qui donnera u-^y pour 
chaque terme de la première fuite ,x^-z pour chaque terme 
de la lcconde , 8 iu-±-j : x-j^z pour exprimer en général la 
raifon entre deux termes correfpondants quelconques. 

» y & * pouvant toujours approcher de o fans y parvenir 
jamais , & en différer auffi peu qu’on voudra , la raifon de 
u ±y :X ± z pourra toujours approcher de celle de u : x, fans 
y parvenir jamais , & en différer morns que d’une quantité don- 
née quelconque. Donc u : x , favoir la raifon des limites « 8c x 
de ces quantités , cft la limite des raifons de u -jry • u ± z > qui 
regnoient entre ces mêmes quantités. 

417. Définition II. Nous appellerons dernière raifon celle 
qui cft la limite d une fuite quelconque de railons ; &: fi cette 

Ss ij 
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F I G. fuite eft comparée avec une autre qui lui foit égale terme à ter- 
me , nous appellerons ces deux fuites de raifons des fuites fa-: 
rallilts. 

*3®* 418. C o r o 1 1. Si l'on a une courbe R M A , qui tourne fa 

concavité vers l'axe AB, que par l’extrémité de deux ordon- 
nées RP, MQ,on faffe paffer la fécante R M S , 8e que l’or- 
donnée M Q étant immobile , l'ordonnée R P s’en rapproche 
continuellement 5 il eft évident que les*fécantes RS, R' S' , 
R" S" » . , &c. pafTant au point M , ont pour limite la tangente 
M T : que les fous-fécantes correlpondantes P S , P' S' , P" S" 
. . . &c. ont pour limite la lou tangente Q T :& que les or- 
données décroisantes R P , R' P' , R" P 1 ' . . . 8ec ont pour limite 
l’ordonnée M Q. On peut donc conclure d’après le Théorème 
précédent , que four toutes les fécantes qui paffent au point M la 
dernière raifon entre cet fécantes & leurs fous- fécantes eft la raifort 
de la tangente M T à fa fous-tangente Q T : que la dernière rai-e. 
fon entre les ordonnées décroisantes & leurs fous-fécantes , eft la rai- 
fon de l'ordonnée M Q, tirée fur le point M, a fa fous-tangente QT : 
que la dernière raifon entre les ordonnées les fécantes efl celle de 
la même ordonnée à la tangente MT, toujours menée de ce point M. 

419. Théorème IV. Quoiqu'on ait deux fuites de quantités 
décrcijjantes qui aboutiffent à zéro , on peut néanmoins concevoir 
que leurs rapports ne s'évtnouiffent pas , ou bien que leur dernière 
raifon efl une raifon finie & déterminée. 

Dem. Soit la courbe R M A , dans laquelle on prend deux 
ordonnées M Q , P R : du point M foit tirée M N parallèle à 
l’axe des abfciffes A B , ce qui donnera R N pour la différence 
des deux ordonnées, & M N pour la différence de leurs abfcif- 
fes. Concevons que l’ordonnée M Q étant immobile , R P 
s’en rapproche toujours , de façon que les différences des deux 
coordonnées , favoir R N 8e M N , R' N' 8e M N' , R” N 1 ' & 
M N" . . . 8ec , diminuent continuellement , pour s’évanouir 
lorfque le point R arrivera en M. Cela pofé , je dis que la 
raifon entre ces mêmes différences ne tend pas a s évanouir» 
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•u bien que la limire «le ces rahons cft une raifon finie &: dé- FIG. 
terminée. Car à chaque point comme R , R' , K" ... de l'arc i $<S. 
R M , on aura trois triangles femblables , lavoir pour le point R , 
RNM,RPS,MQS: pour le point R' . R' N' M , R' P' S' , 

M Q S' : pour le point R ' , R'' N" M , R ' P" S " , M Q S” ; &c- 
Donc on aura ccs trois luîtes de raifons dont les corrclpondan* 
tes (ont égales : 

R N •• M N \ RP:PS } M Q : Q S 

R' N' : M N' I R' P' : P' S' I M Q : Q S' 

R" N" : M N" I— R" F' : P ' S" f= MQ:QS" 

8cc : &c j &:c. : &c. J 8cc. : &c. 

Or , les railons de la troifième fuite vont en augmentant , 
puilque les antécédents font confiants , & que leurs conlé- 
quents diminuent , en devenant Q S' , Q S" . . . &c. Donc les 
raifons de la première luite croulent audl , quoique leurs ter- 
mes RNSiMN.R'N'&MN'... &c. tendent à s'évanouir , 

& s’évanouilfent en effet lorfque le point R tombe fur M. Leur 
limite n’cil donc pas zéro , puifque loin de s’approcher de 
cette prétendue limite , elles s'en écartent toujours. D’ailleurs 
Jes railons de la leconde fuite ont pour limite une raifon dé- 
terminée , favoir , celle de l’ordonnée M Q à fa fous-tangente 
Q T ( 4x8 ). Donc les autres faites ont aufiî la même limite ou 
une limite égale ( 4x5 ). Par conféquent quoiqu’on ait deux 
fuites de quantités décroilfantes , &c. 

4jo. Remarque. Il faut obferver ici que dans deux fui- 
tes de quantités qui aboutiflent à zéro , on ne peut point dire , 
d’après le Théorème II I. que la limite des raifons cfi la raifon 
des limites; car ces limites n’étant point des quantités , on ne 
fauroit concevoir un rapport entr’elles. Il faut donc alors cher- 
cher cette dernière raifon hors de la fuite décroilfante de ces 
quantités , &: prendre la railon de o : o qui eft dans ce cas , 
celle des limites* plutôt pour un Symbole qui annonce la dernière 
railon , que pour 1 exprellion de cette raifon. 
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FIG. 431. Théorème V. Pour avoir la limite d’une fuite de rai * 
font , dont let termet aboutirent en mime-temt à o , il faut prendre la 
raifon det termes correffondants à o , dans une fuite parallèle de rai- 
font dont les termes ne s' évanouirent pas. 

Pat exemple , fi j’ai la fuite de rai- C 
ions C , dont les termes x & y ten- 
dent à s’évanouir en devenant , , 

0,0 j je dis 

que la limite de ces raifons fera la rai- 
fon des deux termes a & b , qui dans 
la iuite parallèle D , correpondent à 
y & x devenus o. 

D £ m. 1®. Puifque y diminue en devenant y' , y" ,y "' . . . &c. 
chaque raifon de la fuite D , & par conféquent chaque raifon 
de la fuite C ( 42 f ) , approche toujours de la raifon de a à b. 
z°. Pour rendre la raifon de * : y égale à la raifon de a : b , il 
faudroit fuppofer que x&ey font o, &„que cependant il y a 
une raifon proprement dite entre ces quaatités , ce qui eft con- 
tradiéloire ( Alg. 202 ) j donc la raifon de x -.y , n'atteint ja- 
mais à la raifon de a : b. Cependant* & y pouvant chacune 
approcher de o de plus près qu’une quantité donnée , quelque 
petite qu’on la fuppofe , la raifon de * : y pourra auffi appro- 
cher de celle de a : b de plus près qu’une quantité donnée» 
quelque petite quelle foit. Donc ( 419 ) cette raifon de a : b a 
toutes les propriétés qui doivent caraélérifer la vraie limite des 
taifons entre les variables * &cy qui tendent à s'évanouir. 

Coroli. I. On conclura de là que fi dans une cour- 
1 3 6. be R M A , les différences de deux coordonnées , favoir R N & 
M N , ainfi que la corde interceptée R M , décroiffent jufqu’à 
s’évanouir, par le rapprochement continuel du point R vers le 
point M, la limite Géométrique du rapport des deux différence R N 
& M N fera le rapport de l’ordonnée MQ à fa foutangente Q T r 
que la limite du rapport de la corde RM, à la différence M N 
des deux abfciffes , fera le rapport de la tangente MT à ta fou^ 
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» ingente Q T : & que la limite du rapport de la même corde R M F I Gr. 
à la d'ffirence R N det deux ordonnéet , fera le rapport de la tar- ij 6. 
gente MT î l’ordonnée M Q. Car quelque part qu'aboutiffe ce 
point R dans Tare R R' M, le triangle RMN étant femblable au 
triangle R S P , on aura toujours RN:MN:RM;;RP: 

P S : R S. Or, quand les trois premières lignes , favoir RN, 

M N , R M , deviennent o , R P devient M Q , P S devient 
Q T , R S devient M T. Donc ( 431 ) les raiions entre ces der- 
nières lignes M Q , Q T , MT, font les vraies limites des rai- 
fons qui regnoient entre les premières. 

4 )). Coroll. 11. Il fuit de là que la condition qui donne la 
dernière raifon dans une fuite de quantités décroisantes jufquet à o, 
ef de fuppofer cet quantités égales k o. C’eft par là qu’on trouvera 
dans une fuite parallèle de quantités qui ne s'évanouilfent pas , 
l’exprelTion analytique de cette dernière railon > & fi d’ailleurs 
on en connoît auffi l'expreflïon géométrique , on pourra de ces 
deux raifons égales former une proportion , & trouver par ce 
moyen la valeur de quelqu’un des termes qui entreront dans la 
proportion. 

4Î4* Par exemple, (uppofons que la courbe R M A foit une Pa- 
rabole ordinaire, & propofons-nous de trouver d'après Ion équa- 
tion y y = p * t l e xpreffion analytique de la dernière raifon entre 
les différences variables R N, M N , de deux coordonnées aux 
deux points R & M : appelions 2 la différence décroiffante des ’ 
deux ordonnées , telles que R P & M Q , R' P' & M Q , R" P" 

& M Q, &c , laquelle différence tond à s’évanouir : appelions 
u la différence décroiffante des abfcifTcs correfpondantes , la- 
quelle devient fucceffivement M N , M N' , M N" . . . &c. A la 
place de y , nous avons donc y-h z : & à la place de x , 

* -h " ( * ). Donc l'équation de la courbe devient y y -h xy z 


( * ) On voit a fiez que cette différence *, ( & il en eft de même de » ) eft 
pofirive ou négative , fuivant qu'on fouftrait 1a plia petite ordonnée de la plui 
grande, «u J^plui grande de la plus petite. 


Digitized by Google 


3*6 ' Elémens 

Fl G. Otant la première de celle-ci on à , i y z -fî 

ij5. zz =f u - Ce qui donne p : i y - 4 - 2 J : z ■ u. Or , fi l’on fuppofe 
ici z = o & h = o , ainfi qu’il le faut néceffairement pour avoir 
la dernière raifon de 2 à u , la raifon correfpondante devient 
f : 2 y , c'eft-à-dire , que la dernière raifon entre les différen- 
cesz&Mqui décroiffent jufqu’à s’évanouir, efl exprimée al- 
gébriquement par la raifon de p : 2 y. Or , l'expreflîon géomé- 
trique de cette même raifon eft la raifon de l'ordonnée M Q à la 
fous-tangente QT( 451 ). Nous pouvons donc dire p : xy U 
MQ : QT; ou bien , puifque MQ eft y, püKJj.'QT 


*/ y i r * 

P ~~ F 


i x , c’eft-à-dire , que par cette méthode , 


ainfi que par la méthode ordinaire ( 405 ) on trouve dans cette 
courbe la foutangente double de l’abfcilfe correfoondante. 


43 j. Remarques importantes. i°. Si au lieu de 
prendre la dernière raifon des variables x &c y du Théorème 
précédent, dans une fuite parallèle D , on vouloit fe la re- 
préfenter dans la fuite même C de ces varikbles déctoiffantes » 
on le pourra à ces conditions-ci: i°. Que les dernières va- 
leurs des quantités x 8 c y ( que je défigne par cette caraétérifti- 
que d en cette manière d x , d y (* )) foienr confidérées com- 
me de vraies quantités , afin d’établir entr’elles un rapport : 
i°. Que ce rapport égale celui de a : h , qui eft la vraie li- 
mite des rapports entre x & y , dans l’exemple du Théorème 
précédent : 3 0 . Que les dernières valeurs d x , a y , foient fuppo- 
fées plus petites que toute quantité affignée dans la fuite dé- 
croiflante des* & des y , &r par conféquent plus petites qu’une 
quantité donnée quelconque. Ainfi ies dernières valeurs de deux 
quantités *& y , qui décroiffent jufqu’à s’évanouir , pourront 
être coiifidérées fous deux rapports différents , ou comme /»- 


( * ) Nom avoir adopté de préférence cette caraétérilliquc d , pour défijner un« 
dernière valeur , parce que c’çlt la lettre initiale du mot dtrnitr. 
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muet de cet quantité t , ou comme termes de leur dernière raifort 
frife dam la fuite même de cet quaruitét : fous le premier rapport 
elles font o , fous le fécond clics peuvent 8i doivent être cou- 
fidérées comme de vraies quantités. 

4} 6. Si ces dernières valeurs des quantités décroiflantes font 
confédérées comme termes de la dernière raifon , elles doi- 
vent néceifairement admettre toute forte de rapports entr’elles i 
puifque cette dernière raifon que leur rapport repréfente, peut 
être une raifon déterminée quelconque. Mais foit comme li- 
mites , foi comme termes d’une dernière raifon , il feroit ab- 
furde de dire : i°. Qu elles om un rapport ajftgnable avec une quan- 
tité donnée a : 1° . Quelles peuvent augmenter par l’addition ou di- 
minuer par la foujlraOion cette même quantité. Car fi le rapport 
de d x : a étoit aflîgnable , ou pouvoir être repréfenté par ce- 
lui de deux quantités données m 8c n on auroit d x : a ; ; m ; n 

A fît 

6c par conféquent d n = — — . Or , fufxcfl pris comme limite 


des décroiffemens , il eft o , & l'équation devenant o = ^-^eft 

n 

évidemment abfurdc : fi dx efl pris comme terme d’une der- 
nière raifon , il eft fuppofé plus petit que toute quantité don- 

, , , . a in 

nee s & cependant 1 équation d * — déterminé une infi- 


. . , . a m a tu a m 

te de quantités plus petites que d tt , favoir , — , — , — . . . 

t n j n 4 n 

Scc , ce qui feroit contradictoire. Si l’on difoit que a -t- d x vaut 
une quantité plus grande que a , par exemple b : & que a • — d x 
vaut aufïi une quantité moindre que a , par exemple c , on au- 
roit donc a -t- d x as b , & a — Inst ; Si par conféquent 
d x = 6 — a , 8c d x = a — c : équations évidemment ubfur- 
des pour la même raifon que l’équation précédente , foit qu’on 
confidére d x comme o , foit qu’on la confidére comme terme 
d’une dernière raifon. Ainfi let dernières valeurs des quantités qui 
décroijfent j ufqu’à t évanouit ' , de quelque manière qu’oit les confdere , 


Tt 


Digitized by Google 



328 Ê L É M E N S 

F I G. font abfolument incomparables avec une quantité donnée quelconque . 

437. Après ce que nous venons de dire , il fera aifé de fe faire 
des idées exaéles fur ce quon doit entendre en Géométrie par 
les infiniment petits & les infiniment grands. Nous dirons donc , 
pour commencer par les premiers , que let infiniment petits ne 
font autre choje que les dernières valeurs des quantités qui décroif- 

ent jufqu’d s'évanouir. Or , ces dernières valeurs pouvant être 
confidérées ou comme Limites de ces quantités , ou comme ter- 
mes de leurs dernières raifons , il s’enfuit que les infiniment pe- 
tits peuvent être confîdérés , & le (ont en effet, fous ce double 
rapport. En tant que limites des quantités qui décroiffent juf- 
qu’à s'évanouir , les infiniment petits font o , & on ne peut dire 
lans abfurdité que les uns font plus grands que les autres. Ils 
ne peuvent donc point fous ce rapport admettre quelque rai- 
fon entr’eux , ni devenir par conféquent l’objet du calcul. En 
tant que termes des dernières raifons entre des quantités dé- 
croiifantes jufqu’à s’évanouir, ils font confîdérés comme de 
vraies quantités , néceflairement plus petites que toute quan- 
tité donnée. Mais de quelque manière qu’on confidére l’infi- 
• niment petit , on ne peut point dire fans renverfer les fuppo- 
fitions déjà faites , qu'il a un rapport afftgnable avec une quantité 
donnée a , ou qu'il peut augmenter cette quantité par l’addition & 
la diminuer par la foufir aClion ( 436 ). 

438. Les infiniment petits d » , dy , en tant que termes des 
dernières raifons entre les variables x & y , étant confîdérés 
comme quantités , peuvent donc être pris pour de nouvelles 
variables décroiflantes , qui auront encore leurs dernières va- 
leurs , qu’on défignera par la caraétériftique d d , de cette ma- 
nière d d x , ddy, & qu’on appellera des infiniment petits dit 
fécond ordre. Ceux-ci â leur tour confîdérés comme limites des 
variables décroiffantes dx, dy, feront o : comme termes de 
leur dernière raifon , ils feront pris pour des quantités , plus 
petites à la vérité que toute valeur donnée dans la fuite dé- 
croiflante des dx & dy , & excluant par là tout rapport affig- 
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fiable avec ces quantités , mais fufccptibles de reprélcnter par FIG* 
leur mutuelle comparuifon toute. forte de rapports finis & dé- 
terminés. 

On voit affés que rien ne borne l’elprit dans cette grada- 
tion d’infiniment petits conlîdérés comme termes de dernières 
railons entre des quantités décroiflantes ; qu’ainfi en feur foin 
ce rapport t’en repréfenter d'une infinité d’ordret différent & que 
Jani renverfer les fuppofnions déjà faite! , ceux d’un ordre quelcon- 
que ne fauroient être comparés avec ceux d'un ordre fuperieur. 

43p. Si l’on demande préfentement de quel ordre fera le pro- 
duit de deux infiniment petits du premier ordre ,dx,dy-, il eft 
aifé de prouver que ce fera un infiniment petit du fécond or- 
dre , ou bien qu'il aura avec l'infiniment petit du premier , un 
rapport plus petit que tout rapport donné , c’eft-à-dire , qu’ij 
fera incomparable avec lui. Car d x x dy : d » ; ; dy : i. Or 
dy.i eft plus petit que tout rapport donné , fans quoi dy au- 
roit une valeur déterminée ; donc auflï dx x dy : dx eft un 
rapport plus petit que tout rapport donné. Le produit de trois 
infiniment petits du premier ordre fera pour la même raifon , 
un infiniment petit du troifième , c'eft-à-dire, qu'il aura avec 
l’infiniment petit du fécond , un rapport plus petit que tout rap- 
port donné} puifque dx x dy x dz:dx xdy ; ; d z\ i ; Se tou- 
jours de même , de façon que l’ordre d'un infiniment petit eli déter 
miné par le nombre de fadeurs infiniment petits du premier ordre t 
qu’il renferme. Ainfi (dx) 1 eft infiniment petit du fécond or- 
dre f ( d x eft infiniment petit du ttoifième ordre, ( d x )" eft 
infiniment petit de l’ordre n. 

440. Tout ce que nous venons de dire de l’infiniment petit , 
doit s’entendre de l’infinimect grand & le prouver de même. 

Si l’on demande donc ce que c'eft que l'infiniment grand ou. 
Simplement l’infini , nous dirons que c'eft la dernière valeur d'u- 
ne quantité qui croit au-delà de tout terme affignctle : que cette 
dernière valeur peut être confidérée ou comme limite d'accroif 
fement , ou comme terme d'une dernière raifon entre diverfes quan- 

Tiij 
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FIG. tités. Sous le premier rapport , l'infini n'eft point une quantité , 
puifqu on ne peut rien concevoir de plus grand que lui j c’eft 
pour les quantités croiflantes , ce qu’eft o pour les décroiflan- 
tes : fous le fécond , l'infini eft canfidéré tomme une quantité 
toujours plus grande qu'une quantité donnée dans cette luite 
croiflante , 8 c cependant pouvant être confidérée comme une 
nouvelle variable , qui donne naiifance à des infinis d’un or- 
dre fuperieur , fans que rien en borne le nombre. Mais tout ce 
que nous avons dit ci-deffus , foit des quantités finies par rap- 
port aux infiniment petits , foit des infiniment petits com- 
parés entr’eux , doit s’entendte également des infinis com- 
parés , foit avec le< quantités finies, foit avec d’autres in- 
finis. Ainfi nous dirons i®. Que de quelque manière qu’on 
confidére l'infini , foit comme limite d'accroilfemens , foit 
comme terme d’une dernière railon , il ne peut avoir aucun 
rapport affignable avec une quantité donnée a. Car fï ce rap- 
port étoit affignable , c’eft-à-dirc , s’il pouvoit être repréfenté 
par celui de deux nombres donnés m 8 c n on aUroit oo : a ; : m 

• n > donc co = — , ce qui eft abfurde. x°. Que toute fraôion 
qui a pour numérateur une quantité donnée & pour dénomi- 
nateur , 1 infini , comme , eft o. Car elle eft la limite d’u- 
ne fuite de f radions - , - , ^ , qui ont le numérateur 

confiant & le dénominateur toujours crôiffant , laquelle limite 
cfi ncceflairement 0(419). 3®. Qu’une quantité donnée quel- 
conque ajoutée ou fouftraite à l’infini ne fauroit le changer , 
ou bien que °o±a = oo , & qu’il 11’y a point là , à propre- 
ment parler , d addition ni de fouftra&ion •, car 00 ;+- a : 00 l ; 

a a 

1 ^ ™ : r ( en dmlant chaque terme par 00 ) : Or , r ± -- 

00 

: 1 •• 1 : 1 > puifque nous venons de voir que — eft o. Donc 

00 

00 = 50 . 4°. Par ce que nous avons dit , on voit encore 
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dans quel lens il faut prendre cette expreffion ^ = i , qu'on 

trouve fi (ouvent dans le calcul 5 car cela lignifie que 1 eft 
la limite, à laquelle tend une fuite de f raclions , dont les 
numérateurs & les dénominateurs décroiffent to ijours juf- 
qu’à s’évanouir , comme leroit , par exemj-ie ceild - ci 

>1111 


<5. 

1» 


» i 4 S & 

“ > y » “ > “ 

1 1 1 1 1 

T 7 3 4 T 


Et en effet cette fuite vaut cel e ci, 
o 


— — 1 , dans laquelle le numérateur 8c le 

z i 4 f 6 co 1 

dénominateur de chaque fraélion , tendant toujour à l’égalité , 
la limite eft néceffairement une fraélion , qui a fes deux 
termes égaux , ou qui vaut 1 . 


CHAPITRE JT. 

Contenant les principes du calcul Différentiel • 

441 . Défi-T 

nition. J _i E calcul Différentiel n’eft autre chofe que la 
méthode de réfoudre , dans tous les cas , le Problème fuivant : 
Convo'JJiint la h! qui régné entre deux Variante: x & y : & dêfignant 
far D x * la différence finie de deux valeurs de x , far D y la 
différence finie des valeurs ccrrefpondanies de y , trouver l’txprej - 
fion Algébrique de la dernière raifon entre les différences finies U x 
& Dy , quand elles décroiffent jufiquà s’évanouir en même- temps. 
Par exemple , connoiffant d’après l'équation de la courbe R M 
A, la loi qui régné entre fes ordonnées 8c fes abfciffes : 8c lup- 


* U lettre D n’eft ici «ju 1 , me caraftériftiqua , ferrant à dedgnet la diflerence 
»• catr^ les dciii râleurs d’jac meme variable. 
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FIG. pofant que R N Toit la différence finie de deux ordonnées RP, 

M Q : & M N celle de leurs abfciffes correfpondantes AP, 

A Q , on fe propofc , par le calcul Différentiel , de trouver la 
limite des rapports , oa bien la dernière raifon entre les dif- 
férences R N , M N , qu'on fuppofe décroiffantes jufqu’à s’é- 
vanouir en même-temps. 

Or, nous avons vu (431) que pour trouver la limite des 
raifonsqui régnent entre des quantités qu’on fuppofe décroître 
jufqu'à s’évanouir , comme font ici les différences finies D*, 

D y , il faut avoir une fuite parallèle de raifons , formée pa r 
des quantités qui ne s'évanouiffent pas , &r prendre dans cette 
fuite la raifon des termes qui correfpondent à D x & D y , de- 
venus o ; ou bien qu’il faut Amplement fuppofer ces différences’ 

D x , D y , égales à o ( 433 ) , & voir ce que devient , d'après 
cette fuppofition , la raifon des termes correfpondants dans la 
fuite parallèle , pour faire de cette raifon la limite cherchée. 
C’eft ainfî que nous avons procédé dans le Chapitre précédant 
n°. 434, quand nous avons déterminé la limite des rapports 
entre les différences finies R N, M N , des coordonnées d’une 
Parabole 3 & par une femblable méthode on exprimera toujours 
en termes finis la dernière raifon entre le différences finies 
D * t Dy , des coordonnées d'une courbe , pourvu qu'il n’en- 
tre dans fon équation d'autres indéterminées que * 8 c y. 

44*. Si , non feulement on vouloit prendre cette dernière 
raifon dans la fuite parallèle , où elle eft exprimée en termes 
finis & déterminés , mais qu’on voulut fç la rçpréfenter dans 
la fuite même des différences décroiffantes D * , D y , il fau- ' 
droit , d'après ce que nous avons vu (437 ) , fuppofer ces dif- 
férences infiniment petites , c'eft-à-dire , telles que nous avons 
fuppofé les dernières valeurs des quantités décroiffantes juf- 
qu'à o , quand nous les avons confidérées comme termes de 
leur dernière raifon. Les différences finies D», D*, confidé- 
rées lous ce rapport , feront défignées par la caraélériftique d 
en cette manière d x , dy j 8c nous les appellerons des Diflë- 
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rentielles ou des différences infiniment puises , ou fimplement en- 
core des différences -, car par cc mot on n’entend dans ce cal- 
cul que des différences infiniment petites. Nous pourrons donc 
distinguer divers ordres de différences , ainfi que nous avons 
diftingué précédemment divers ordres d’infiniment petits , fie 
nous appellerons dijjérences premières celles du premier ordre , 
qui feront désignées par la Simple caractéristique d : différences 
fécondés, ou différences de différences , celles du fécond or- 
dre, indiquées par la double caraétériltique d d ou oud*,en 
cette manière ddx, d' x ; ce qui défigne différence fécondé de 
x : de même d d dx ou d ! x désignera la différence troifième de 
x : d* x , la différence quatrième , &c. de forte que dans ce cal- 
cul la lettre d n’exprimant aucune quantité , 8c la lettre * en 
exprimant une dont on ne s’occuppe pas , on ne peut ni fop- 
primer ni écrire l’une fans l’autre. 

443 • Remarques.!. Puifque différentier n’eft autre chofe 
que chercher l’expreffion finie de la dernière raifon entre des 
quantités qui décroilfent jufqu'à s’évanouir , 8c que pour trou- 
ver cette expreffion , il faut deux fuites parallèles de raifons , 
dont 1 une renferme des quantités qui s’évanouilfent , 8c l’au- 
tre des quantités qui ne s évanouiflent pas ; il s’enfuit qu’on 
ne peut diftérenticr que des équations fie non point de fimplcs 
quantités •, car il n y a qu’une équation qui puiffe fournir une 
proportion , ou bien deux raifons égales qui Seront chacune 
l’origine des deux fuites parallèles de raifons qu’il faut néces- 
sairement avoir pour différentier. Et Si dans la Suite nous dif- 
férentions des quantités abfohtcs , il reliera fous-entendu qu’el- 
les font fuppofées former un membre d’équation , fie qu'étant 
combinées avec celles qui forment l’autre membre , elles 
donnent deux raifons égales , qui fervent d’origine aux deux 
fuites parallèles de raifons dont on a befoin ici. 

444. 1 1. Lorlque nous voudrons indiquer une différentia- 
tion à faire, nous renfermerons la quantité qui doit être dif- 
férentiée entre deux crochet* , précédés de la caraClériflique , 


FIG 
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F I G. de cette manière d(x) , d («>-+■*), d( x l ) , 8 cc. Lorfqu* 
nous aurons à exprimer le produit d’une différentielle multi- 
tiplïée par elle-même , comme d x X d x , nous écrirons d x 1 : 
pour d x x d x x dx , nous écrirons d x 5 j &c. Il faudra donc 
bien diftingner ces trois exprefüons d' x , dx' , d( x 1 ) ; car 
la première défignera la différence fécondé de * : la fécondé , 
la différence première de x multipliée par elle-même i & la troi- 
fîème , une différentiation à faire fur **. 

445’. Règle générale. Pour différentier une quantité 
1°. Subfiituez à la place de chaque variable, cette même variable 

fa différence, félon que la variable augmentera ou diminuera : 

2 J . Du réfultat retranchez la quantité propofée & le rejle fera 
la différence cherchée. 

Dans les applications que nous allons faire de cette Règle j 
nous ne regarderons comme variables que les quantités ré- 
préfentées par u ,x , y ,z , à moins que nous n'avertiffions du 
contraire. 

Exemple I. On demande la différence de « + *+;. 
Je (ubflitue * ± d x au lieu de * , & y + d y au lieu de y j 
ce qui change la quantité propofée en celle-ci, a-h-s+dx 
~¥-y-±:dy. Je retranche la propofée, & il vient , réduction 
faite , ± d x j- d'y. 

44 6. C o r O l l. Il luit de là que l'on aura tout de fuite la 
différence d'une fomme de quantités , en effaçant les termes confiant , 
& ftbflituant , à la place de chaque terme variable , fa différence, 
Ainlï d ( u — * ) = — dx , ou -f- d * félon que x augmente oit 
diminue , ce qui eft d’ailleurs évident. 

447. Exemple II. On demande la différence de ax. Je 
fabflitue x-f- d x au lieu de x , j’ai a x x -± - d x = a x -f- a dx. 
Donc retranchant la donnée a x , d(ax)=-+-adx. Ce qui 
fournit cette Règle -.la différence du produit d’une confiante & d’une 

‘ variable , vaut le produit de la quantité confiante , multipliée par 
la différence du faéleur variable. Ainfï d(axy)~ad(xy'). 

448. Exemple III. Cherchons la différence de xy. 41 

faut 


Digitized by Google 


de Mathématiques, 

faut mettre x + d x au lieu de x , & y d y au l* eu 7 » ce F I G 

qui changera le produit propofé en celui-ci X y ±dy 

=zxy ±y dx±xdy H- d* dy, Donc d ( x y ) = ±y d x -^x dy 
+ dxd y, ou bien (436 & 439 ) d (* j) =±> d * ± *dy. Pou r la 

même raifon d ( x y z ) = ( x ^d x x y ± d > X. 2 ± J *) — 
xyz=.-±-yzdx-+-xzdy± : xydz, &c. D’où il fuit que pour 
avoir la différence d’un produit , dont le: fadeurt font variables , 
il faut differ entier ce produit pour chaque variable , comme fi tou t 
le refle était confiant , & prendre enfuite la femme de cet différences 
four la différence cherchée. Si l’on fuppofoit les fadeurs Varia- 
bles égaux , le produit leroit une puiffance , que l'on diffé- 
tentieroit de même } mais nous allons la différentier d'une ma- 
nière plus générale. 

449. Exemple IV. Pour avoir d (x m ). Je mets * ±d x 
au lieu de », ce qui change x m en * Hh d x m = * m ± m x m - « x 

d x-j- m " m * x m ~ z du' &c. ( Alg, 134) ; fouftrayant la 
x 

propofée x m ( 44J ) , &: rejettant les termes qui renferment 
plufieurs différentielles pour fadeurs ( 4 39 ) , 011 aura d ( x m ) 

— -f- m x m ~ 1 . d x. Pour avoir donc la différence d’une variable x qui 
a un expofattt m conjlant , il faut mettre — 1 à la fuite de fon expo - 
fant , ce qui donne ici x m ~ l , multipliant enfuite ce rêfultat x m ~ 1 
far le premier expofent tn , (y par la différence Hh d x de la racine * 
le produit -fr m x m ~ 1 d x fera la différence demandée. Ainü d ( ) 

= -jh n z n ~ 1 d z. 

Si l'on fait dans la dernière expreflfion n — ~> cc ( l u ‘ ^ ot V? e 


z n =s z*= \/z,8c z"-‘ —z 1 = 

-J-L dz 

, Si l'on eût fait n = 


V * 


p d z 


2 = -hp z -f-' d z —JïT 


^ 1 

z » = , on aura d ( yfz) 

V * 

— p , on auroit eu d(z-r ) 

Vv 


Digitized by Google 


£ L É M £ N S 

G. Soit Z=r(a‘ •—*’), on aura d((«*— — 

— X d (a * — *’ ) = 4 ^ « ( a’ — s 2 )*-< * — z* dx 

= 4 - 2 8 xd* (a* — *’ ) 

Si n 3=— i , il vient d(z ~ 1 )-^z-*-’.dz= ~ hJz ' 

* 

Mais 2 - ' — Donc d<- ) = ~ hdz 
z ' z ' Z 2 - 


4yo. Pour avoir la différence d’une fraétion - = on fer* 

* * 

( 44 8 .)j(")= — dn ±u d (l) 

' 2 7 * \z/ , z Z* 

•tzdu + udz . „ . 

> ain “ P°“ r dtffer entier une fraCHon - , il faut 

prendre le produit (±-z du )du dénominateur , multiplié par la dif- 
férence du)numérateur : enfuite leproduit ( -4- « iz )du numérateur i 
multiplié par la différence du dénominateur -, foufiraire enfin le fé- 
cond produit du premier, & divifer U refie (±z d u + u d z) par l c 
quarté z ’ an dénominateur. 

Si le numérateur u étoit une quantité confiante a , onfcroit 

du = da — o , ce qui donneroit ,d(~) = -. a - d . z .. . fj j* on „ 

\ z z 1 

fait feulement le dénominateur * confiant , on aura d z = o ; 
ainü d{-)— — - — ~' = î~ «Soit «as**, * = m, nous 

aurons d (--J = du = ± *« - » d*.. Ainfi les ap- 

plications que nous avons faites de la règle générale (445) fotjt 
voit; comment on doit différentier les quantités variables ; & 
les règles particulières que les réfultats nous ont donné , four- 
niffent le moyen d’en abréger le calcul dans les divers cas. 


4/i. Corou. Soient les deux fraétions — , -^,quiayent 
un même numérateur conftant,& fuppofons que du = d*' : cela po^ 
fe,onaurad( 7 ) = ^-_,&d^ 7 )=X__. Dons 
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: V"" 7 • • ( “ ) : * C’eft-à-dire » <i uc * ant ett I erttt dt 


fraEliont le/ différence/ fin/ frofor/ionnelle/ aux quarré/ de ce/ même/ 
fraClion/ , ou bien que la dernière raifin entre leur/ dcfférencet 
ejl la raifin de leur/ quarré/. 

Or , dans l’hyperbole rapportée à Tes asymptotes , les or- 
données qui répondent aux ablciffes * , , peuvent être repré- 

fentccs par ces fraélions ( j88 ) ; donc , fi on fuppofe 


les différences de ces abciffes , favoir d x , d x' , égales , le/ 
différence/ de/ ordonnée/ feront comme lt/ quarré/ de ce/ même/ orn 
donnée / , ainfi que nous l’avons prouvé plus haut ( 389 ) d’une 
autre manière. 

4jx. Outre les différences premières , on fait fouvent ufage 
dans ce calcul des différence/ fécondé/ ; & pour trouver celles-ci , 
il faudra les prendre fur les différences premières , de la même 
manière que ces dernières ont été prifes fur les quantités don- 
nées ( 44J ) , en regardant comme de nouvelles variables les 
dx , dy , &rc. des variables x , y , &c. ( nous prendrons les for- 
mules précédentes avec le ligne fuperieur). 

. 453. Exemples. d x (a *) = d ( a d x ) = a d 1 x (445’).... 
d’( x y ) =x d ( x dy-hy dx)==d(xdy)-hd(ydx)==xd 1 y 
-hdxdy-+‘dydx-hyd‘x=xd’y-i-xdxdy-hyd t x. Si 
l’on fuppofoit d x confiante , on auroit d* x = o , ainfi alors 
d 1 ( * y ) = x d 1 y ■+■ xd x dy. 

4j4. En luppofant que la différence d x d’une variable xèft 
confiante , on Amplifie fouvent les calculs î c’eft pourquoi 
nous ferons ulage par la luite de cette fuppofition. 

d t (x' n ) = d(mx m ~ t dx) — mx m ~~ 1 d 1 x -h m. m 1 , 
x'" -1 . dx'.Si dxeft confiante, on a, d’x = o -, ainfi d* 
( x m ) = m. m -• 1 . x m - *Jd x 1 . 

Vvjij 
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®* Soitjr=z, & m = nous aurons = = 

3 


JL-, - — ■ 

^m-i—,2 — z 1———X 

yjz 


m — 1 =: z 1 — z x 


= — * ■ ; =s — îr— . Subftituant dans la première expreffion de 
y 2 } 2 y z r r 

d 1 ( J , il vient d' y/ z = — ,X — 7 — d 1 z •+- — X — 

1 v * 


T d* 2 

X — d z 1 = — 

*V 2 zyz 4 zyz 


x x 

d 2* 2 Z d 1 2 — d z 1 


4 z y" z 

Soit maintenant z = p x + - , & faifons d x confiante; 

2 . d 


nous aurons , dz = p dx 


x a 

— ?* dx 


1> d x *• 

5 donc d 1 z = -+- — i 

« a 

ou , en multipliant , par la valeur de 2, 2 d 1 z = + ^ - x -^- X -- 

a 

p 1 x 1 d x- 

H : lubflituant ces valeurs de z d' z 8c de dz dans 

2 a l 

d 1 \/ *> que nous avons eu précédemment , il vient , réduc- 
tion faite , d 1 1 /^ X * = P 1 **** . 

24 , t> x l K -m S~ ? 

, ( ÎX+T7 )J/ ^x* 

2 4 

45f- Dans l’Ellipfe & l'Hyperbole on a ( 543 & 360 ) y 1 =p x 

f X*- 

H- -JJ- : le ligne fuperieur cft pour l’Ellipfe & l’inférieur pour 
l’Hyperbole. On a donc auifi y = px + 3 oa d 1 y = 

K , i 

üa : 1 — - p z d X 2 - 

P x H — ; . On auroit la même valeur 

2 4 4 y i 

pour d 1 y , d'après l’équation y*—px , 8 c l'une & l’autre de 
ces valeurs nous ferviront dans la fuite. 

4jd. Propofons-nous de trouver la valeur de d 1 y par l’équa- 
tion d y = 24* — * l , nous aurons, d * étant conf- 
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tante , d 1 y 


= 2 a x — xi ) ■+■ 2a x—. 


* C —■ ) > ( 44 f ) » or à 

1 

— dx* 


|/ 21X—X' — 
a d x 1 — x d x 1 


a à x — x d x ,/dx 


2 a x — x 1 


d x 1 \/ 2 a x — 


= : donc d'- y = 

* l x y/ i 4 ». — *' 

' («J » 1 — x d x' ) x — dx 1 (2ax — x 1 ) — ad x 1 


1 37 - 


x 1 N/ za* — x 1 x\jxax — x‘ 

4/7. Différence/ des Sinus , &c. Si dans un cercle l'on imagine 
un .arc différentiel Mm , fon finus m P , fa tangente M t , fa fé- 
cante C » , & r qu’on mène m r parallèle à C M , les triangles C 
P m , mr t , donneront C P : P m ; ; m r ou P M : r t. Or , (4 jd) 

P m doit être négligé par rapport à C P. Donc auflî r t doit être 
rejette par rapport à M r ou M P. D'ailleurs P M eft ( $75 ) de 
l'efpèce des différences fécondés ; donc r t fera de l'efpèce des 
différences troifièmes. jDr ,r/ = Mr — P m. Donc la différence 
du finus & de la tangente d'un arc différentiel eft nulle , ou bien 
le finus & la tangente d’un arc différentiel doivent être regardés 
comme des lignes égales. Pareillement la corde qui cftplus gran- 
de que le finus , & l'arc qui eft plus petit que la tangente , feron c 
des lignes égales entr'elles & égales aux deux premières. 

Cela pofé , pour avoir la différence du finus d’un arc donné 
A M = * , je fuppole que M m foit la différence de cet are ; je 
mène enfuite les rayons C A , C M , les finus M P , m p ; & M r 138. 
parallèle à C A. Les triangles C P M, m r M , donneront, C M : 
CP;>M:»r. Or, CP = cof A M = cof x , m M as i x , 
wir = d(MP) = i {fin x ) j donc, en faifantle rayon CM=r, 


on aura , r : cof x y d s : d ( fin x ) . 


d x cof x 


C’cft-à-dirc 


que la différence du finus d'un arc vaut la différence de ces arc mul- 
tipliée par le cofirutt du mime arc itr divifée par le rayon. 

4/8. Pareillement fi l'on nomme un autre arc du même cercle *', 
... . . d *' cof » . . 

on aura i{fin x ) = ; ainficn iuppofant d x= d x , nous 
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F I G. aurons d(Jin a) : à (fin *' ) ” cof x : cof x . Or , fi x ■< *' , cof * 
fera > cof x'. Donc les différences des Jïnut dit petit/ arcs font plu x 
grandes que celles des finus des grands arcs. 

' Les mêmes triangles CMP, tnr M , donnent ,CM: 

;BiM;Mr,our: fin * ” d x : M r = - Ainfi C p 

r 

_ _ „ . d * fin x ^ _ — dxfin m 

— C P — Mrc cof x - . Donc d ( cof *)= ; •• 

r r 

Ou bien la différentielle du cofinus d'un arc vaut le finus de cet arc i 
multiplié par fa différentielle , prift avec un ftgne contraire . & 
divif ée par le rayon. 

On pourroit de la même manière trouver les expreflions dif 
férentielles de la tangente , de la cotangentc , Src. 

460. Différence des Logarithmes. Si fur une droite A B, on prend 
13p. des parties aP t a p , a Q , a q , &c. en proportion ou en pro- 
greflion arithmétique , & fi fur lèurs extrémités , on élève des 
perpendiculaires PM,p,QN, j» , &c. en proportion ou 
en progreflion géométrique , la courbe b M m N n , qui palfera 
par les extrémités de ces perpendiculaires , s’appellera Loga- 
rithmique , & cette dénomination eft fondée fur ce que en fup- 
pofant 1 , la perpendiculaire a b , qui répond à l’origine m 
des abfcifles a P , a p , &cc. ces mêmes abüiflcs font les loga- 
rithmes des ordonnées correfpondantes. 

461. Soit a P =1 x , Pp = Qq =dx , on aura* P. a p : a Q. 
a q , & par conféquent P IVL : p m “ QN : q n , ou p m — P M 
;PM:: qn — QNtQNj ou bien mr;PM::ir»;NQi 
Or , en menant les tangentes M T , N F , &■ les lignes Mr, 
N s , parallèles à l’axe A B , les triangles m r M, M P T , donne- 
ront m r : P M ; : Mr ou P p : P T ; & les triangles n;N,NQF f 
donneront ,»f:NQ;;N;ou Q j : Q F. Donc P p : P T ; 
Q q : Q F , par conféquent P T = Q F. Ce qui apprend que 
dans la logarithmique les foutangentes font toutes égales & confa 
tantes. 

4 ii. Cela pofé , faifons MP = y , m r =s dy , a P = * , 


\ 
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ffs^d»,FT = m y \i proportion mr:MT ;;P;: P T de- jr j 

vient d y. y y. dx:m , d'où d a = , équation différentiel- 1 19- 

y 


le de la Logarithmique. 

46 j. Puilque en faifant «4 = i,onajP,ou* = f(PM) 

tn d t 

t= /(y), il fuit quedx = d(/f) = -y-. Si la foutangente 


* d y 

1» ouPT=saé = i,on aura d ( I y ) = — , 8c comme la fup- 

^ & y 

pofition m = 1 eilli plus fimple , on dit que ~ eft la différence 

du logarithme naturel de y. D'OÙ il fuit que la différence du Logarith- 
me naturel d'une quantité y vaut la différence de cette quantité iivifée 
far la quantité mime ; mais dans toute autre fuppofrtion la diffé- 
rence du Logarithme d'une quantité y vaudra le produit de la différence 
d 9 # • • # 

* du logarithme naturel , multipliée far la fou-tangente m. 

464. La quantité par laquelle .il faudroit multiplier le lo- 
garithme naturel d’une quantité pour avoir Ion logarithme 
dans une autre Logarithmique , eft appellée le Module . Il doit 
être confiant pour tous les logarithmes d’un même fyftême ; 
car par la nature de la Logarithmique , fi les ordonnées font 
en proportion ou en progreffion géométrique » leurs abfcif- 
fes, que nous prenons pour leurs logarithmes^ doivent être 
en proportion ou en progreffion arithmétique, il faudra donc 
que les abfcifles de la logarithmique naturelle , foient multi- 
pliées par une ’racme quantité pour devenir égales à celles 
des mêmes ordonnées dans une autre logarithmique. 

4 «J- Soit ly le logarithme naturel dey , p le module dans 
un antre fyftême de logarithmes , nous aurons ply pour le 
logarithme de y dans le dernier fyftême. Or , en differentiant 

p d y 

d ( p l y ) =s p. d(ly)c= Donc le module dans un Jyjléme 

de logarithme 1 eft égal 4 la foutangente m de la logarithmique 
qui rtpréfentt ce fyftéjne. 


FIG. 
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a • 
dy 


ce 
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466. Pour avoir d ( / ( a -h *) ) , je ferois y 
qui donne d y = d* , fiibfiituant dans d ( / y ) = — -, on trou- 

d 

vera d (l ( a -*-*)) = , lorfque la foutangente ou le 

' a -f- * ■ - 

module = 1 ; ou en fubftituanc dans d ( ly ) = - —, il vient 

d (l(a-t-x)=a IüAL pour l c module m. Il fera donc ailé de 
' ' ' a -+- x r 

différentier les expreffions qui contiennent des logarithmes , 
il fuffit pour cela que l'on puiffe prendre y pour la quantité 
dont on a le logarithme. Or, en fuppofant a b pofitive , 1 ordon- 
née j ne peut repréfenter que des quantités politives j & s il s a- 
giffoit de différentier le logarithme d’une quantité négati- 
ve , on obfervcra que les quantités négatives ne peuvent point 
être comparées aux quantités pofitives ( Jlg. aoj ) j & qu’ainft 
elles ne fauroient avoir des logarithmes , relativement à l'unité 
pofitive a b. Mais fi l'on prend a.b‘ = ab', & qu’on prolonge 
dans le fens négatif les ordonnées P M , Q N , &c , de manié" 
re que P M' = P M , Q N' = Q N , &c. la courbe b‘ M' N', qui 
paflera par tous les points b ' , M' , N' , &c. aura pour fes or- 
données des quantités négatives P M' , Q N', &c. qui auront 
avec l’unité négative a b ' , les mêmes raifons que les quanti- 
tés pofitives PM, QN, &c. ont avec l’unité pofitive a b ; 
& qu’ainfi a P étant fuppofée = logarithme de P M > on aura 
aufli * P “ logarithme de P M' , &c. par conféquent le loga- 
rithme d’une quantité négative efl le même que celui de la même 
quantité f ofitive. Donc la différence du logarithme d'une quan- 
tité négative fera la même que celle du log. de la même 

quantité pofitive. Ainfi dl ( — y ) = -y. La régie pour avoir 

cette différence fera la même que pour dl (y). Ainfi je prends 
la différence de — f, qui eft = — d y , je la divife par la quan- 


• r ! ~~ d y 
«té— y t ce fait TZ7' : 


d y «a 

: - — . Si le module au lieu d’e- 

y 

tre 
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, . . . , / . mdy 

tre = 1 etoit =* m , on auroit d l ( — y ) = ■. 

• # J ¥ 

467. L’équation d(l y) c=s donne dysay. d (/>). Ce 

# 

qui nous apprend que la différence ( d y) d’une quantité' (y )vaui 
le produit de la quantité même (7), multipliée par la différence d ( ly ) 
defon Logarithme naturel. Par exemple , d ( x m ) = x m . d l ( x m ) 
, , , „ mdjr 

ssx m .d(rnlx)=s:x m . = es m x m_ 1 d x. Il en 

' ' X X 


FIG. 


eftdc même des différences des autres quantités : on peut les 
troaver par cette nouvelle régie, à laquelle il faut néceffairemens 
recourir lorfque les expofants font variables. Ainfi d (j«) sas a* x 
d ( l a") = a*, d ( x la) *s a", d x l a( les quantités a* , xi , &c« 
s’appellent quantités exponentielles ). 

468. Pour faire quelque application des principes précédents, 
propofons-nous de déterminer la tangente d’une courbe quel- 
conque dont on ait l'équation , en fuppofant les coordon- 
nées perpendiculaires entr’elles. Il eft allez évident que les 
expreflïons différentielles de la tangente ou de la fou-tangente , 
de la normale ou de la fou-normale , font également propres 
à réfoudre ce 'problème. Or , pour trouver ces expreflïons , foit 
M m l’incrément de l’arc S M 5 fon prolongement en ligne 140, 
droite formera la tangente T M. Tirons les ordonnées MP, 
m p , perpendiculaires fur l’axe S N , la droite M r parallèle au 
même axe , & nommons P M — y , mr=:dy,SPxsx,Pp 


sM r = dx, M tfi î= y/dx z - 4 -dy 1 = d t. 

Cela pofé , les triangles M m r , M P T , donnent m r (dy ) : 

M r(d x) y, P M (y) : P T =*^ — > exprcfîon différentielle de la 

Ibu-tangente P T. On n’aura donc qu’à différentier l’équatioa 

d x 

de la courbe pour avoir la valeur de — , & la fubflituer , et 

dy 

qui déterminera la valeur de la fou-tangente. 

465». Par exemple , dans la Parabole ordinaire/ 1 xstp x ; donc 

Xe 


Digitized by Google 


Ê L Ê M E N S 


'FIG. x , i>spi , 0 u^ a *l.AinfiPT «*2L sa i£Ü^ 

. 140. dy p PP 

comme on l'a déjà trouvé ( 403 ). 

b x * 

470. Dans r£llipfe> z ?=— x* ) ; Ainfi xydy 


— ( mdx—*i x dx) } donc ~ = — — 

dt ' a v A* 


. ; Ainfi P T = 


— ( a — x) 
a 2 - 


. L’équation 


bx 

, -Z ( 2X X*— X* ) , 

y 1 a 1 K ' la x — *’ 

— = — . L équation 

£<* — > *-(>._,) 

du cercle y 1 s= z <1 * — x l donne le même réfultat. 

bx 

471. Dans l’Hyperbole > z = —(2 a* 4- x 1 ), ce qui donne en 


calculant comme pour l’Ellipfe, P T = 


iax-i-xx _ 
n 4“ X 


472. Les mêmes triangles Mi»r,MTP, donnent mr (dy ): 

M m (ds) ::'p M(>) : T M = ^- = p^ y x 

On pourra donc déterminer la tangente , en diffcrentiant l’é- 
quation de la courbe. 

11 en fera de même de la normale M N , & de la fou-norma- 
le PN , dont on aura les expreffions différentielles parles trian- 
gles Mmr , N MP, qui donnent P N = & M N = ^7 


— T/* , , y'dy 1 

y y +~d^- 

473. Nous ferons encore ufage du calcul différentiel pour 
déterminer le rayon de courbure en un point quelconque d'une 
courbe dont on ait l'équation. 

Suppofons que l’arc différentiel M m = d t puifle être décrit 
du centre C avec le rayon C M = C m ( la ligne C M eft ap- 
pellée rayon ofculattur eu rayon de (oxrbure ) : foient les ordon- 


I 


/ 
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nces MP,mf, perpendiculaires fur l’axe SP, & la ligne M r F I G. 
parallèle à cet axe : du centre C & du rayon C N décrivons 140. 
l’arc N q : faifons MP =y , mr= dy , SP = *,Pp = Mr 
— d x , & fuppofons à x confiante. Nous aurons N n =; d ( S N) 

!*L d*’-+-dy-+yd'y _ d s' + y d' y . 

1 dx dx Tx 

Cela pofc, onaN j:Mm ;:CN:CM,ouM m — N q : M m 

Il CM-CN ouMN:CM. Or, ( 47l ) MN = lii,Mm 

dx 

= ds-, d’ailleurs les triangles N q », M r m, donnent M m ( d t ) 

: M r ( d X ) : : N » Ç d - l l±I±JL ) . N , = ill±Z £ jl , ail 

_ y y 

fi M m — N j = — — — . Subfti tuant dans la première pro- 
portion , il vient —7—^ -d* Il y -~ : C M ds> 

d t dx. 

_(V~* 


— d x d'y 


■dy i y 


— d x a' y 

474. Pour appliquer cette formule aux ferions coniques , ob- 
fervons que MNr:’ 


.ydt , , dx> -r—i 


dx 


■> donc d s } z= 


M N 


fubfii- 


tuant on aura C M = 


dx*. M N 
— > 5 d'y 


Or , dans l’Ellipfe & l’Hyperbole (4 î j) on a d' y = 


— p' dx' 
4> 3 


M N *■ 

ainli C M = — • •• D’ailleurs (}6ç) M 

1 p ' ' 


n =-y^ 


& en menant le diamètre D d parallèle à M T , on a ( 384 ) 


m ? = 3 = 


ab 


iï8. 




. Ainfi MNxj = 4Sou M N & 1 


X xij 
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*4°- = — j donc ÂFn 1 =rTT = t ~ 34 i) i par conféquenC 

2 2'2 

- * * x At 

M N J = 4 — i ce qui donne CM^= — 5 — ...Si 1 on mène 

9 J 2 

TZ g du foyer /le rayon ve6teur/M = R > la droite /S — T perpen- 

& «p.diculaire fur la tangente M S , on aura M X = <* ( 374 ) > ainfi 

les triangles M X q , /M S donneront /M ( R ) : fS (T) "MX 

a T' ^ i 

( « ) M q = q — — ; lubftituant il vient C M = — =pj— 
K a * 

1 

Si on fait FM = r , FSra» , on aura C M 

"TT 

X 

ïpt } 


47j\ Puifque (4yy)l’équation >’ x donne d* 7 — -j— , 


il fuit qu’on a de même dans la Parabole C M 


4) 

M N } 


iT* 

4 


*132. Soit F M = F T = r , foit la perpendiculaire F S tirée du fo* 
yer fur la tangente = t j nous aurons la normale MN=it, 
ainfi MN“=4 t 1 . Or , fi l’on mène S A , elle fera ( 401 ) pa- 
rallèle à MP; ainfi (114) FS oh t 1 = F A X F T = ^ 
p r ( ivi ). Donc MN t =pr , & MN ? =zfr/. Par confé- 
quent C M = 2 0 r * =* LLL. Or , ^?=— jdonc C M=— .. 

« , 1 r * 

4 ? 4 ? 

... Si l’on multiplie cette valeur par - p , & qu’on la divtfe 
enfuite par fon égale — , ce qui ne peut la changer , on aura 


comme ci-devant,C M 


s p r* 


I 
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476. Pour trouver le rayon de courbure«dans la Cycloide or- p j 
dinairc ou fimple , prenons l'arc différentiel M m , menons les ^ 
ordonnées MP, m p , perpendiculaires , & M r parallèle à l'axe 
S D ; dans le cercle générateur S O D R , tirons les cordes OS, 
OD; & faifons SP=x,MP=y, DS=>in, nous aurons 
Pp = Mr = dx, m r = dy. Cela pol'é : 

Puifque ( 414 ) S O eft parallèle à la tangente T M , les trian- 
gles M m r, S O P, donneront mr:Mr;;OP:SP,oudj:d* 

j ^ 

Il V ia * — '• x ’ d’où ^ y — — V x 4 •*— >* l jainfi (4 y6) 

— a d x 1 


d l J = - 


^ z il* — *' 


. , ,dx 1 xadx x 

j & dy x — ( V zax—x 1 ) 1 = 

x x 


1 a d x l . 

■— d x 1 , ou bien d x 1 -+- dy l = , ou encore yfax l -i-dy x 


= *,K 


2 j 


Subftituant ces valeurs dans la formule gé- 


nérale CM = 


y/ d x* ■+■ d y’ )> 


— dxd' y 


on aura , réduction faite , 


C M:a= z yéz 4 ( z a — *); =1 VDS xDP. Or, (114) 

DS X DP = DC? . Donc C M = 2 x D O = 2 X MK 
( 88 ) ;cc qui fait voir que la bafe AB de la cycloide divife le 
rayon ofulateur C M en deux farcies égales C K , K M. 


CHAPITRE III. 

Contenant quelques notions de calcul Intégral. 

477. T * E calcul intégral n'eft autre cliofe que la méthode in- 
verlé du calcul différentiel , & fou objet cil par confcquent la 
lolution de ce problème : connoiffant les dernières raifons entre Us 
différentes de deux quantités , trouver les raifons mêmes qui txiflcnt 
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G. entre cet quantité,. Le nom de calcul intégral a été donné à cette 
méthode , parce que dans les principes de Leybnits fon objet 
eft de fommcr ou de rendre entières des quantités dont on 
ne connoit que des parties infiniment petites. C’eft pourquoi 
on defigne toujours une intégration à faire par la lettre /, 
qn on met devant une expreflion différentielle : ainfi fadx 
veut dire intégrale de a dx , ou fomme a d x , ou enfin fomme de 
a ' c* s tro,s bières de s’énoncer font également ufitées. 

47»- C o r o l l. Il fuit de là que le, règle, du calcul intégral fe- 
ront U, tnverfet de celle r du calcul différentiel ; & qu’ainfi les ré- 
fu.tats feront exaéts, fi en les différentiant , leurs différences 
font égalés a celles que l’on s’étoit propofé d’intégrer. 

479. D après ces notions on croiroit qu'il ne doit y avoir 
aucune difficulté à intégrer une différence quelconque. Cela 
ferou en effet, s’il ne fc préfentoit que des différentielles com- 
potes , C eft-à-dire , conforme t aux réfultatt du calcul différentiels 
Mais fouvent Ta folutîon d’un problème dépend de l’intégra- 
tion d une différentielle qui n’a pas cette condition , foit réel- 
lement foit en apparence. Alors on eft obligé d’avoir de nou- 
velles règles pour la ramener à cette forme , lorfqu’on le peut î 
ou bien on la réduit en fériés dont on puifle intégrer tous les 
termes féparément. Si enfuite on peut fommer la férié fon a 
1 intégrale exaéte j autrement on fe livre aux approximations. 

Avant daller plus loin, nous obfèrverons qu’une même dif- 
férence peut avoir des intégrales différentes , à raifon des coni- 
tanres ; qui (445) ne fauroient faire partie des différences. Le 
calcul intégral appliqué à la folution de quelque problème 
doit choifir celle qui en remplit les conditions ; il doit par 
conféquent faire déterminer la confiante néceflaire que nous 
repréfenterons généralement par C , & que nous ajouterons à 
1 intégrale variable , trouvée par la règle fui vante. Cette règle 
nés applique qu aux différentielles monomes , dans lefqu’ellçs 
il n y a qu’une même variable avec fa différence. 

480. Règle. Augmentez d'une unité l'exfojant de la variable , 
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àivifcz enfuite par l'Expofant ainfi augmenté & par la différence de 
la variable , le réfultat fera l’intégrale de la différentielle mo- 
Home propofée. Cette règle eft vifiblement l'inverfe de celle 
qui a etc prcfcrite ( 445 ) pour différentier les puiffanccs d’une 

m x m d x 

x m -+-C...f X™ d x 


variable. Ainlî f m x m -> dx = 
xm + i dx x 


m 
x° * 


m 


l.dx 

-f- C = * 4- c. 


_ . — * 1“ 

ma x 

— 4- C. Soit m = o , il viendra / x° d x 


481. Si l’on fuppofe que * repréfente une quantité complexe , 
d x en fera la différence. D’où il fuit que cette rè-'le s’étend 
aux quantités complexes affedées d’un expofant quelconque 
m, pourvu qu'on ait hors de cet expofant la différence de la 

racine. Par exemple /. x z d z ( a 3 -+- s* )® = L* 1 zl ) m * * 


m -f- 1 


4- C. 11 n’efl pas même néceffaire d’avoir le fadeur confiant 
qui peut entrer dans la différence de la racine. Ainfî f z* dz 

t ( a 1 i 4 - ) mH- * 

j ( m 4, 1 ) *“ c - Do "c en général 


(a 1 b 4- z } ) m = 


T* m - • d x ( a b x 


•.j ( a 4 - b x m ) r ■+■ « 

m b ( p- 


) 


4 - C. 


Cette réglé nous fuffit pour les ufages que nous ferons du 
calcul intégral. On pourrait en avoir d’autres , en obfcrvant 
ce qui arrive dans la différentiation. Par exemple , de et 
que d(xy) = x iy + ydx, on conclurait que f(x dy -+- ydx ] 
fc trouvera , en intégrant xdy , comme fi x ctoit confiante ce 
qui donne /(* d y -h y dx)z=x y +C. Legrand détail qu'il 
faut pour l’intégration des différences à piufieurs variables 
nous empêche d aller plus loin. C’ell pourquoi nous fuppo- 
ferons qu’on n’ait qu’une feule variable ; alors on intégrera 
chaque terme par la règle précédente. 

482. Il faut pourtant en excepter les termes où j'cxpof; 


ant 


FIG. 


1 
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s cl X 

de la variable eft == — 1. Car x - * d x = — = d ( l x ) j 
par conféquent f x~ 1 d xzxil x • 4-C: au lieu que par la rè- 


JC 0 , 

gle précédente on auroit f x - ' d x — — = - , quantité ab- 
furde. 


d x 

9 48$. Cokoll. Il fuit de là que / = / ( a 4- * ) : 

d’ailleurs , faifant ici la divifion indiquée > on trouve que 
dx dx xdx x 1 d x x*dx .. rr dx 

I 




X 

ou /(« + *) = C H 


** » 3 
4 - 


2 a 


4- -r,&c. Or,C 


3 4 « 

eft une confiante; elle ne peut donc pas changer, quelque valeur 
qu’on fuppofe à x. Faifons * = o,& nous aurons / ( a ) = C. 

X x 1 

Subftituant on aura / (a 4- x) =s / a 4- - 

' a 


1 a 1 


ja- 




— -■ * — 4- , &c. de même / — l ( a — x ) ; d’où l’on 

4a 4 a — * 

déduit , en faifant le calcul comme nous l’avons fait pour 


x 

l ( a 4 - X ) , que / (a — x) — la 


2 a J 


i a> 


4 *' 


— , 8tc. Par conféquent l(a+*)-/(a — x) ou (Alg. 284) 


a x 


a * 3 


a *’ 


i a> 


S a 


&c. 


484. Pour faire quelque ufage de cette formule dans le cal- 

cul des logarithmes , fuppofons - = - ^ ; ce qui donne 

a a a z 

x — — — ; par conféquent a 4- x = & a — a r 

at-i r a* — 1 


a a z 


a a z — 2 a .. « + * 

: . Nous aurons = = 

a z — 1 a — * a a z — 1 a z — 1 


Subftituant ces valeurs il viendra l 


- Z ~ ou l z — l (a — 1) 
oa 
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2 2 

ou en tranfpofant l z=l ( z — i)H -+* rr 

1 1» I J V 2Î— i)J 

W 2 

H — ■ r-t-.&c. férié fort convergente lorfque * eft 

S(zz-i'/ 

un nombre un peu grand. Elle fervira à calculer les Logarith- 
mes naturels ; car fi z = x , i ( z — i ) = / ( i ) = o (/»/g.i8x). 

2 2 2 

Donc en fubllituant on aura / ( t) = oH H r H . 

} H 1 H’ 


FIG. 


, &c. Calculant les huit premières fractions juf- 


7- r 

qu'à neuf décimales poux n’en conferver que fept , on trou- 
vera / ( 2) = o, 693 1471. Si l’on fait enfuite 2 = 3, on aura 

I ( z — 1 ) = / ( 2 ) > ainfi on trouvera / ( 3 ). De même / ( 4 ) 
= / (x 1 ) =2/(2)= 1 , 3861944 ; donc en faifant z = 5 , 
ce qui donne / (z — 1 ) = / ( 4 ) , on pourra trouver l ( 5 ) 
= r , 6094379 , en calculant feulement les quatre premières 
fractions pour en ajouter la fomme avec la valeur de /'( 4 ). 

II en eft de même des logarithmes des autres nombres pre- 
miers , qui donneront ceux des nombres compofés. Ainfi par 
exemple /( 10 )= / (») -+■ / ( 5 ) = 2 , 30258*1. 

Des qu’on aura calcule les logarithmes naturels , en les mul- 
tipliant (. 4 /g. 297) par le module m qui convient aux tables or- 
dinaires , on aura ceux de ces tablçs : ainfi puifque le logarith- 
me tabulaire de 10 eft = 1 , on aura m( 2 , 3025851 ) = 1 j 


par conféqucnt m = 


2,3025851 


= o , 43429448 , ou bien m 


= 0,4342945. 

Nous n'entrerons pas dans un plus grand détail fux les règles 
du calcul intégral , il nous fuflira de faire quelque application 
de la règle précédente pour la quadrature des ferions co- 
niques. 

485. Soit 8 M un arc de courbe quelconque: M m fa différence : 
M P , m p , deux ordonnées perpendiculaires à l’axe S N. If eft 
évident que M m f P eft la différentielle de l'efpace S M P. Or, 

Y Y 


I 10. 
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F 1 G * ( 167 ) M m f TP ae , r M m p _ x p p , où àcaufê de p m =:P M 

*4®* z P M 

+ mr taPM( 436 ) , MmfP = X Pp = PMxPp. 

Donc enfaifantPM = j,Pp = dx, on aura cette différence 
= y di r. On fubftituera donc la - valeur de y en x prife dans l’é- 
quation de la courbe} alors l’expreflion ne contiendra plus 
qu’une variable * : on intégrera , fî on le peut, ou bien on ré- 
duira en férié la valeur de y , pour n’avoir après la fubftitù- 
tion qu’une fuite de différences monomes à intégrer. 

486. Exemple I. Dans la parabole y sss y/ p x 


= p » x x. Donc = 1* Par conféquent f y d x ou 

JL J. 

p * * 2 y 2 x ~ 


S M P =! 


ï+.« 


■ — - \/ p * 5 = — x y/ P x 
3 3 3 


*= - x y = les - d*# reÜangte des coordonnées. On voit qu’il n’y 

a point là de confiante , parce qu’en faifànt x = o le tout de-, 
ïxj. vient o } & cette courbe eft la feule des feétions coniques 
dont on ait pu trouver jufqu’ici la quadrature. 

487. Exemple II. Dans l'Ellipfe faifant C p = * , P p 
= d *,il eft clair que P M mp = y d x eft l'incrément de l’efpace 
C B m p correfpondaat à l'incrément d x de l’abfciffe C p } or , 

alors ( Alg. 170 )y = y y/ «’ — = y ( * — ~ 


&c. ). Subftituant & intégrant on a/ji!* , ouCBM P 
b x 1 d * x* A x b xi 


,—f(ad x. 


2. a 


x* d x b 

-ÏT> *c.) = 7 (.x. 


3. z a 


y. 8 a 3 


— 8ec. ) -f- C. Or , fi on fait * = o , les deux mem- 


bres le r.éduifeut à o =: 0 -1- C = C. Si on fait x =* « , on aura 
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CBA=— (a 1 — — — — -&<). Enfin 

a 6 40 3 

devient un quart de cercle dont le rayon — a , & dont la fur- 

fcc. 


^ a 1 û x 

6 40 


b . 


488. Exemple III. Dans l’Hyperbole y = — \A l — a* 
(l’odgine des ablcifles étant au centre ). Subftituant , il vient 
f y d x gu A fm=— fdx y/ x l — a 1 = — /( x dx — “ _ - - 127. 


a* d x 

' 8 ' 


2 x 


&c.) = — /(xd*— x-»*dx— —x-idx 

a z o 

a x „dx 

x 
a’ 


— fcc ). Or , /*d*=5 V: /( — — /■ 

= — (4«3) *y(— -x - * - * d *>= §rr * “ * “ »«*»* 

donc A p m = A ( J ** - j / * 4- ^ 4- &c. )>Ians conli 


tante. 


^ / W. 


Yy. 


608589 


2 ^ 
ie jT 

V O. v 
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